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Einfiihrung

Eine Quelle der Mathematik ist das Studium von Gleichungen und Funktionen. Die
lineare Algebra behandelt den einfachsten Fall: Systeme von

¢ linearen Gleichungen wie ajx + - - - +a,x, = b,
* linearen Abbildungen wie (x1,...,x,) — ajx; +-- -+ ayX,.

Diese spielen eine zentrale Rolle in der gesamten Mathematik und dariiber hinaus,
von Computergraphik, Kryptographie und Datenkompression bis hin zu kiinstlicher
Intelligenz. Lineare Gleichungssysteme kdnnen unendlich viele Losungen haben,
aber ihre Losungsmenge hat eine sehr einfache geometrische Struktur und lésst sich
durch endlich viele Daten parametrisieren. Dies wird uns auf das abstrakte Konzept
eines Vektorraumes als Ausgangspunkt der linearen Algebra fithren. Doch bevor
wir damit beginnen, wollen wir zunéchst kurz an einige aus der Schule bekannte
Grundlagen zu linearen Gleichungssystemen erinnern.

Lineare Gleichungssysteme

Viele Probleme fiihren in natiirlicher Weise auf Systeme von linearen Gleichungen
in mehreren Variablen:

Beispiel (ein Mischungsproblem). Gegeben seien zwei Salzlosungen mit einer
Konzentration von 3 bzw. 6 Gewichtsprozent. Wie miissen wir die beiden Losungen
mischen, um eine Gewichtseinheit einer S%-igen Salzlosung zu erstellen?

Angenommen, wir mischen x; Gewichtseinheiten der ersten Salzlosung mit x,
Gewichtseinheiten der zweiten Losung. Da wir insgesamt eine Gewichtseinheit der
gewiinschten Losung wollen und diese eine Konzentration von 5 Prozent haben soll,
suchen wir eine Losung des Gleichungssystems

X14+x =1,
3x1+6xp = 5.
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Indem wir von der zweiten Gleichung das dreifache der ersten subtrahieren, erhalten
wir das hierzu dquivalente System

x+x2 =1,
3X2 =2.

Dieses System hat obere Dreiecksform und besitzt daher genau eine Losung, die wir
ablesen als (x1,x2) = (1/3,2/3). Wir kénnen die Losung auch wie in der folgenden
Skizze visualisieren, wobei die rote Gerade die gewiinschte Gesamtmenge und die
blaue Gerade die gewiinschte Konzentration beschreibt. Die gesuchte Losung ist
somit geometrisch eindeutig bestimmt als Schnittpunkt der beiden Geraden:

X

1 xp+x=1

3x;+6x=5
0.5

0.5 1

Mischen von Salzlosungen der gleichen Konzentration dndert die Konzentration
nicht. Unser lineares Gleichungssystem besitzt dann entweder gar keine Losung
oder unendlich viele:

1 ) +x2 =1

3x; 430 =5 S5x14+50 =5
0.5 - 0.5

Lineare Gleichungssysteme treten auch bei der Untersuchung von elektrischen
Netzwerken auf. Dazu erinnern wir uns zunéchst an das Ohmsche Gesetz: Die durch
einen elektrischen Leiter flieBende Stromstéirke / ist proportional zur anliegenden
Spannung U. Die Konstante R = U /I heifit der Widerstand des Leiters.

W
R=T

L
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Beispiel (Ein elektrisches Netzwerk). Zwei gleiche Batterien mit der Spannung U
und drei gleiche Widerstinde mit dem Widerstandswert R seien wie folgt zu einer
Schaltung verlotet:

Wie grof3 sind die in der Schaltung fliefienden Stromstirken Iy,1,13?

Wir benétigen dazu etwas mehr Physik: Die Knotenpunktregel besagt, dass die
Summe der in jeden Knoten einflieBenden Strome iibereinstimmt mit der Summe
der ausflieBenden Strome, im obigen Beispiel also I} + I, = I5. Die Maschenregel
besagt, dass entlang jeder Masche die Summe der abfallenden Spannungen Null ist,
im obigen Beispiel also RI} — Rl = Rl + RIz — U = 0. Wir erhalten das lineare
Gleichungssystem:

L+L—-1L =0,
11*12 :07
L+5L = U/R.

Ziehen wir von der zweiten Gleichung die erste ab, so erhalten wir das dquivalente
System

L+L—-1L =0,
—2L+1 =0,
L+5L = U/R.

Addieren wir nun zur letzten Gleichung die Hilfte der zweiten, so erhalten wir das
dquivalente System

L+L—-5L =0,
—2L+1 =0,
35=U/R

Dies hat obere Dreiecksform und hat somit eine eindeutige Losung, die wir hier
ablesen als
(h,h,3)=(I,I1,2I) mit I=U/3R.
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Der GauB-Algorithmus

Das obige Verfahren der sukzessiven Umformung auf Dreiecksform kennen viele
aus der Schule. Wir wollen es hier allgemein formulieren:

Definition. Ein lineares Gleichungssystem ist ein Gleichungssystem der Form

anxy +apxy+---+apx, = b

ax1x1 +axxy+ -+ ayx, = by

(%)

Am1X1 + ApaX2 + -+ QupXy = by

mit Koeffizienten a;;,b; € R und Variablen x1,...,x,. Das System heift

e homogen, falls b; = 0 fiir alle i ist,
* inhomogen, falls ein i existiert mit b; # 0.

Im homogenen Fall ist alle Information iiber das lineare Gleichungssystem gegeben
durch die Koeffizientenmatrix, die alle Koeffizienten anordnet in einer in Klammen

stehenden Tabelle
ap - a

aml " Amn

Im inhomogenen Fall nutzt man die erweiterte Koeffizientenmatrix

ay -+ ag|by by
@p) = |+ || mieob-
Qml - Qpn|bim b

Die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems bezeichnen wir im Folgenden
kurz mit

Z(A|b) = {(c1,...,¢n) €R"| () gilt, wenn man x; = ¢; fiir alle i setzt}.

Die Idee des GauB3-Algorithmus ist es, die erweiterte Koeffizientenmatrix eines
linearen Gleichungssystems zu vereinfachen, ohne dabei seine Losungsmenge zu
verdndern. Dazu benutzen wir folgende Umformungen:

Definition. Eine elementaren Zeilenumformung einer Matrix ist eine der folgenden
Operationen:

a) Vertauschung von zwei Zeilen.

b) Multiplikation jedes Eintrags einer gegebenen Zeile mit einer festen Zahl A # 0.

¢) Addition des A-fachen einer Zeile zu einer echt anderen Zeile. Dabei sind das
Vielfache und die Addition von Zeilen Eintrag fiir Eintrag zu verstehen.
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Wir geben solche Zeilenumformungen wie im folgenden Beispiel durch Pfeile
am rechten Rand der Matrix an:

245 zj 122 (=2) q-(=1) 132 j+
122 ~ 1245 3+ ~ 1001 (=2) (-2
3612/ |:3 124 + 002 Q+

130
~ 1001
000

Hier haben wir zuniichst die ersten beiden Zeilen vertauscht und die dritte mit 1/3
multipliziert. Dann haben wir von der zweiten Zeile das doppelte der ersten Zeile
abgezogen, usw. Die Losungsmenge von linearen Gleichungssystemen dndert sich
bei solchen Umformungen nicht:

Lemma. Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem wie in (). Seine erweiterte
Koeffizientenmatrix (A | b) werde durch endlich viele elementare Zeilenoperationen
umgeformt zu einer neuen Matrix (A’ | b'). Dann gilt £ (A,b) = £ (A',b).

Beweis. Das Vertauschen zweier Zeilen vertauscht lediglich Gleichungen in (),
was die Losungsmenge offensichtlich nicht dndert. Ebenso dndert das Multiplizieren
der i-ten Zeile mit einer Zahl A # 0 die Losungsmenge nicht: Wenn (cy,...,c,) € R”
eine Losung von () ist, dann gilt a;;c1 + - - - +ajyc, = b. Durch Multiplikation mit A
folgt

Aajici+ -+ Aaincy = Aainc1+ -+ +aincy) = Ab,

sodass (cy,...,c,) auch eine Losung des umgeformten linearen Gleichungssystems
ist. Umgekehrt ist jede Losung des umgeformten Systems auch eine von (x), wie
man durch Multiplikation der i-ten Gleichung mit A ~! sieht.

Es bleibt die elementare Umformung zu diskutieren, bei der die Matrix (A’ | b')
entsteht, indem zur j-ten Zeile der Matrix (A | b) das A-fache der i-ten Zeile addiert
wird. Wenn (cy, ... ,c,) € R" eine Losung des gegebenen Gleichungssystems () ist,
dann gilt insbesondere

ajic1+ -+ aincy = b
ajici+---+ajcn = bj.
Hieraus folgt

lb,'—l-bj = l(ailcl —+ .- +a,~,,c,,) + (Cljlcl —+ .- —l—ajncn)
= (Aap+aj)cr+---+ (Aain +ajp)cn,
sodass (cy,...,c,) auch eine Losung des umgeformten Gleichungssystem ist. Auch

hier gilt die Umkehrung, denn wenn man im neuen Gleichungssystem von der j-ten
Zeile das A-fache der i-ten Zeile subtrahiert, erhidlt man das alte zuriick. O
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In dem Zahlenbeispiel, das wir vor dem obigen Lemma betrachtet haben, stand
am Ende eine Matrix von besonders einfacher Form:

Definition. Eine Matrix A hat reduzierte Zeilenstufenform, wenn sie von folgender
Form ist:

A =
1% %

Dabei steht x fiir beliebige Eintrdge, und weilen Stellen bedeuten Nullen. Genauer
habe die Matrix m Zeilen, und es bezeichne a;; den Eintrag der i-ten Zeile und j-ten
Spalte der Matrix. Die Matrix hat reduzierte Zeilenstufenform, wenn gilt:
a) Esgibtein r > 0, sodass die letzten m — r Zeilen von A nur Nullen enthalten und
jede vorige Zeilen mindestens einen von Null verschiedenen Eintrag besitzt.

b) Firi=1,2,...,rsei j; =min{; | a;; # 0}, dann gilt:

e Zeilenstufenform: Es ist j; < jp < -+ < j,.
* Reduziertheit: Es ist a;;; = 1 und g, = O fiir alle k <.

Die Spaltenindices j,..., j. der ‘Stufen’ in der Matrix nennt man Pivotindices. Es
gilt:

Satz (GauB-Algorithmus). Jede Matrix A ldsst sich durch eine endliche Abfolge
elementarer Zeilenumformungen auf reduzierte Zeilenstufenform bringen.

Beweis. Wie zuvor sei a;; der Eintrag der i-ten Zeile und j-ten Spalte von A. Wir
diirfen annehmen, dass mindestens einer dieser Eintrdge von Null verschieden ist,
denn sonst ist nichts zu zeigen. Wir gehen nun wie folgt vor:

» Wiihle j minimal, sodass ein i existiert mit a;; 7# 0. Nach Vertauschen der ersten
und i-ten Zeile ist a; j # 0. Multiplikation der ersten Zeile mit 1/a,; liefert dann

die Matrix:
0--0 1 s%---x%

0 0ay * - *

0 0y * - *

* Wir subtrahieren nun sukzessive fiir i = 2,...,m von der i-ten Zeile das a;;-
fache der ersten Zeile, um Nullen in der j-ten Spalte zu erzeugen. Wir erhalten
eine Matrix der folgenden Form:

0---00% -
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* Durch Zeilenoperationen auf den letzten m — 1 Zeilen wird diese Form der Ma-
trix nicht zerstort. Per Induktion kdnnen wir durch solche Operationen den rech-
ten unteren Block der Matrix in Zeilenstufenform bringen. Wir erhalten insge-
samt eine Matrix

.

e Um alle noch verbleibenden Eintrdge “?”” zu Null zu machen, subtrahieren wir
sukzessive fiir i = 2,3, ... Vielfache der i-ten Zeile von den vorigen Zeilen. 0O

Wir konnen nun fiir die Losung eines linearen Gleichungssystems elementare
Zeilenoperationen auf seine erweiterte Koeffizientenmatrix (A | b) anwenden, um
eine Matrix (A’ | ') mit A" in reduzierter Zeilenstufenform zu erhalten. Dann liest
man die Losungsmenge sofort ab:

Bemerkung. Wenn die Koeffizientenmatrix A’ reduzierte Zeilenstufenform hat, so
hat die erweiterte Koeffizientenmatrix die Form

1*...*0*...*... O*...* /2

@' |p) = Y
N

by

Fiir das zugehorige lineares Gleichungssystem gilt dann:

a) Das lineare Gleichungssystem ist 16sbar genau fiir &), | = --- = b, =0.

b) In diesem Fall erhilt man alle Losungen wie folgt:

¢ Seien ji,..., j, die Pivotindices der Matrix.

* Fiir die n — r Variablen x; mit j ¢ {ji,...,/,} kann man beliebige reelle
Werte einsetzen, diese Variablen bezeichnet man daher auch als freie Varia-
blen.

* Die Werte der tibrigen r Variablen x; mit j € {ji,..., j-} sind dann anhand
der Gleichungen in der reduzierten Zeilenstufenform direkt ablesbar, sie
werden daher auch als gebundene oder abhdngige Variablen bezeichnet.

Wir erhalten eine Bijektion
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o: R"" — Z(A]b),
wobei die freien Variablen genau den Koordinaten von R"~" entsprechen.
Beispiel. Fiir festes a € R betrachte man das lineare Gleichungssystem:

X{+x+5x034+x = 1
X1 +x2 4 6x3 4+ 2x4 1
X1 +x3 4+ 7x3 4+ 3x4 a

Wir wenden den GauB-Algorithmus auf die erweiterte Koeffizientenmatrix (A | b)
dieses linearen Gleichungssystems an:

11511 11511 11511 110 —4]1
1162|1 |~ 100110 ~10011]0 ~ (001 10
1173|a 0022)a—1 0000la—1 000 Ola—1

Somit ist das lineare Gleichungssystem losbar genau fiir @ = 1, und in diesem Fall
ist seine Losungsmenge

Z(A|b) = {(c1,c2,¢3,c4) eRr* |ci=1—cy+4cqs und c3 = —c4}.

Wir erhalten eine Bijektion @: R?> — Z(A|b), (u,v) — (1 —u+4v,u,—v,v).

Ausblick

Die lineare Algebra hort mit dem GauB3-Algorithmus nicht auf, sondern zielt auf ein
tieferes konzeptionelleres Verstindnis:

* Ist die reduzierte Zeilenstufenform einer Matrix eindeutig bestimmt?
* Was ist die geometrische Bedeutung der Zahl r in der Zeilenstufenform?

* Kann man lineare Abbildungen wie die Bijektion ¢ in koordinatenfreier Form
verstehen, oder durch Koordinatenwechsel in besonders einfache Form brin-
gen?

* Was passiert, wenn man die reelle Zahlen ersetzt durch andere Zahlbereiche wie
z.B. den Korper Fy = {0, 1}, mit dem Computer rechnen?

Das Ziel der linearen Algebra ist es, eine allgemeine Sprache fiir den Umgang mit
linearen Strukturen zu entwickeln, mit der sich diese und viele weitere Fragen sehr
einfach beantworten lassen. Diese Vorlesung wird also iiber weite Strecken auch ein
Sprachkurs sein — und wie beim Erlernen jeder anderen Sprache benétigen Sie am
Anfang etwas Geduld, werden aber am Ende (hoffentlich) reich belohnt.



Kapitel 1
Gruppen, Ringe, Korper

Zusammenfassung In diesem Kapitel fithren wir die grundlegenden algebraischen
Strukturen ein, auf denen die lineare Algebra aufbaut. Eine Gruppe ist eine Menge
mit einer assoziativen Verkniipfung, die ein neutrales Element hat und in der jedes
Element invertierbar ist. Ein Ring ist eine additiv geschriebene abelsche Gruppe
mit einer weiteren assoziativen Verkniipfung, der Multiplikation, die beziiglich der
Addition distributiv ist. Ein Korper ist ein kommutativer Ring, in dem jedes von
Null verschiedene Element ein multiplikatives Inverses hat. Wichtige Beispiele fiir
Korper sind die Korper der rationalen, reellen und komplexen Zahlen.

1 Gruppen

Als Kind lernt man zunichst, wie man natiirliche Zahlen addiert, spiter lernt man
Subtraktion, Multiplikation und Division, wobei N erweitert wird zu Z, Q,R... Alle
diese Strukturen beruhen auf dem Begriff einer Verkniipfung:

Definition 1.1. Ein Monoid ist ein Paar (M, o) bestehend aus einer Menge M und
einer Verkniipfung

o: MxM — M, (a,b) — aob,

sodass die folgenden beiden Eigenschaften erfiillt sind:

a) Die Verkniipfung ist assoziativ: Es ist (aob)oc = ao (boc) fir alle a,b,c € M.

b) Es gibt ein neutrales Element fiir die Verkniipfung, d.h. ein Element e € M mit
der Eigenschaft
aoe = eoa = a firalle aeM.

Statt a o b schreiben wir auch ae b, a - b, ab etc. Diese Flexibilitét ist notig, da wir
spéter mit mehreren Verkniipfungen zugleich zu tun haben werden.
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Definition 1.2. Ein Monoid (M, o) heiBt kommutativ oder abelsch, falls gilt:

aob = boa furalle a,beM.
Nur im kommutativen Fall verwenden wir auch die additive Notation + statt o.

Beispiel 1.3. Es gilt:

a) (Z,+) ist ein kommutatives Monoid mit neutralem Element e = 0.

b) (Z, -) ist ein kommutatives Monoid mit neutralem Element e = 1.

Aus diesem Grund bezeichnet man neutrale Elemente in Monoiden manchmal auch
als Einselemente, aber in additiver Notation als Nullelemente. Caveat emptor!

Beispiel 1.4. Sei X eine beliebige Menge. Dann ist
M = Abb(X,X) = {Abbildungen f: X — X}

ein Monoid beziiglich der Verkettung o von Abbildungen, mit e = idy als neutralem
Element. Wenn X mindestens zwei Elemente enthilt, dann ist dieses Monoid nicht
kommutativ: Denn seien a,b € X zwei verschiedene Elemente. Fiir die konstanten
Abbildungen

fi X —X,x—a und g: X — X, x—b

gilt dann offenbar f o g # go f. Wenn X mindestens drei Elemente enthélt, konnen
wir auch ein Beispiel mit nicht-konstanten Abbildungen f und g konstruieren: Denn
seien a,b, ¢ € X paarweise verschieden und f,g € Abb(X,X) definiert durch

b firx=a, ¢ firx=a,
f(x) == <a firx=b, glx) :=<a firx=c,
X sonst. X sonst.

Dannist fog # go f, denn

(fog)(a) ¢,
(gof)(a) = g(f(a)) = g(b) = b.

Bemerkung 1.5. In der Definition von Monoiden hatten wir nur die Existenz eines
neutralen Elementes gefordert, aber kein solches ausgewihlt. Der Grund ist, dass
es hochstens ein solches geben kann: Sei (M, o) ein Monoid und e;,e; € M seien
neutrale Elemente, dann gilt

I
-
—
o9
—

Q
=
=

I
-
—

o
N~—
I

el = ejoen (wegen aoey = a fiir alle a € M)

= e (wegen e oa = a fiir alle a € M)

Wir bezeichnen das eindeutige neutrale Element des Monoids auch mit ey, € M.
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Verkniipfungen o auf einer endlichen Menge M werden oft angegeben durch eine
Tabelle, die in Zeile x und Spalte y das Element x oy enthilt. Eine solche Tabelle
nennt man Verkniipfungstafel. Das folgende Beispiel zeigt, warum wir fiir neutrale
Elemente zwei Bedingungen gefordert haben:

Beispiel 1.6. Sei M = {x,y} eine Menge mit zwei Elementen, und o sei durch die
folgende Verkniipfungstafel definiert:

= ==
~ o= =

Man rechnet leicht nach, dass diese Verkniipfung assoziativ ist. Jedoch ist (M, o)
kein Monoid, denn es gibt kein neutrales Element: Zwar ist x linksneutral in dem
Sinne, dass xoa = a fiir alle a € M gilt, aber x ist nicht rechtsneutral, denn aox # a
fiir a = y. Also ist x kein neutrales Element, und analog ist auch y kein solches.

Zum Losen von Gleichungen wollen wir nicht nur Elemente verkniipfen, wir
wollen dies auch umkehren — also beispielsweise statt addieren subtrahieren und
statt multiplizieren dividieren:

Definition 1.7. Eine Gruppe ist ein Monoid (G, o), sodass zu jedem Element a € G
ein Element b € G existiert mit

aob = boa = e,
wobei e das neutrale Element des Monoids sei. Wir nennen dann b ein zu a inverses
Element. Eine Gruppe heif3t abelsch, wenn sie als Monoid abelsch ist.
Beispiel 1.8. (Z,+), (Q,+), (R,+), ... sind abelsche Gruppen.

Fiir Gruppen, die nicht abelsch sind, stellt die Definition inverser Elemente zwei
Bedingungen: Ein b € G heilit linksinvers zu a, wenn b o a = e ist, und rechtsinvers,
wenn aob = e ist. Per Definition ist ein inverses Element also sowohl links- als auch
rechtsinvers. Ahnlich wie fiir das neutrale Element folgt, dass auch das Inverse zu
einem Gruppenelement eindeutig bestimmt ist:

Lemma 1.9. Sei G eine Gruppe. Dann hat jedes Element a € G genau ein Inverses.

Beweis. Fiir je zwei Inverse by,b; von a € G gilt

by = e-b (weil e linksneutrales Element)
= (by-a)-b (weil b, linksinvers zu a)
= by-(a-by) (wegen Assoziativitit)
=by-e (weil b rechtsinvers zu a)
= b (weil e rechtsneutrales Element)

und somit folgt die Behauptung. a
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Wir bezeichnen das eindeutig bestimmte Inverse Element zu a € G mit b = a~!

bzw. fiir additiv geschriebene abelsche Gruppen mit b = —a. Aus den Definitionen
erhilt man folgende niitzliche Rechenregeln:

Lemma 1.10. Sei (G,-) eine Gruppe. Dann gilt:
a) Inversion: Fiir alle a,b € Gist (a-b) "' =b"'-a ' und (a ") ' =a
b) Kiirzungsregel: Fiir alle x,y,c € Ggiltx=y<=c-x=c-y<=x-c=y-cC.
c) Losbarkeit linearer Gleichungen: Fiir alle a,b € G gibt es eindeutige x,y € G

mit
a-x =y-a=>
Beweis. Wir beweisen hier nur die Inversionsregeln und iiberlassen den Rest als
Ubungsaufgabe. Per Definition gilt fiir beliebige a,b € G:
binverszua <= a-b=b-a=e <= ainverszub
Wenn wir hier b = a~! einsetzen, steht auf der linken Seite eine wahre Aussage und
die rechte Seite liefert somit @ = (a~!)~'. Aus der Assoziativitit folgt ferner
(b 'a)-(ab) = b ((a'-a)-b)
=bl(eb) = b1b = e

und analog (a-b)- (b~'-a™') =e,alsoist (a-b)~! =b~'-a~! wie gewiinscht. O

Erfreulicherweise miissen wir zum Nachweis der Gruppeneigenschaft nur die
Hilfte der Axiome priifen, nimlich die Existenz eines linksneutralen Elements und
die von linksinversen Elementen. Die andere Hilfte folgt dann automatisch:

Lemma 1.11. Sei G eine Menge und - : G x G — G eine assoziative Verkniipfung
mit folgenden beiden Eigenschaften:

a) Es existiert ein e € G mit e-a = a fiir alle a € G.
b) Zu jedem a € G existiert ein b € G mitb-a = e.

Dann ist (G, -) eine Gruppe und e ist ihr neutrales Element.

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass jedes zu a Linksinverse auch ein Rechtsinverses
ist. Sei b € G mit ba = e. Nach Annahme hat auch b ein Linksinverses ¢ € G. Also
ist cb = e, und es folgt:

ab = (ea)b (weil e linksneutral)
= ((cb)a)b (wegen c¢b = e)
= (c(ba))b (Assoziativitit)
= (ce)b (wegen ba = e)
= c(eb) (Assoziativitit)
= cb (weil e linksneutral)

=e (wegen cb = e)
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Also ist jedes Linksinverse auch ein Rechtsinverses. Zu zeigen bleibt nur noch, dass
das gegebene linksneutrale Element e € G auch rechtsneutral ist: Sei a € G. Nach
Annahme existiert b € G mit ba = e. Aus dem vorigen Schritt wissen wir ab = e,
und es folgt

ae = a(ba) (weil ba = e)
= (ab)a (Assoziativitiit)
= ea (weil ab = e)
=ua (weil e linksneutral)
wie gewlinscht. a

Korollar 1.12. Sei (M, -) ein Monoid. Dann ist die Menge
G={aeM|IbEM:ba=ab=e}
seiner invertierbaren Elemente eine Gruppe beziiglich der Verkniipfung - auf M.

Beweis. Nach dem Lemma ist nur zu zeigen, dass G C M abgeschlossen unter der
Verkniipfung ist. Aber das ist klar: Fiir alle a;,a, € G gibt es Inverse by, by € M,
dann ist (byb))(ajaz) = ba(brar)ay = bray = e = (ajaz)(baby), alsoajar € G. O

Beispiel 1.13. Die invertierbaren Elemente
a) in M = (Z, -) bilden die Gruppe G = {+1} beziiglich der Multiplikation.
b) in M = (Q, -) bilden die Gruppe G = Q\ {0} beziiglich der Multiplikation.
¢) in M = (Abb(X,X),0) bilden beziiglich der Verkettung o von Abbildungen die

fiir die Beschreibung von Symmetrien wichtige Gruppe

Sym(X) := {f € Abb(X,X) | f ist bijektiv }.

Definition 1.14. Fiir n € N definieren wir die symmetrische Gruppe auf n Elementen
durch
S, := Sym(X) fir X = {1,2,...,n}.

Die Elemente dieser Gruppe bezeichnet man auch als Permutationen, wir werden
uns damit spiter im Kapitel tiber Determinanten ausfiihrlicher beschéftigen.

Beispiel 1.15. Es gilt:

a) & = {id} ist die triviale Gruppe, die nur aus dem neutralen Element besteht.

b) &, = {id, o} fiir die Permutation o: {1,2} — {1,2}, welche die Zahlen 1 und 2
vertauscht. Die Verkniipfungstafel dieser Gruppe sieht so aus:

ol id o
id| id o
c| o id
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¢) &3 = {id, 61,0,,03,p,p>} fiir die sechs wie folgt definierten Permutationen:

id(n) o1(n) ox(n) o3(n) p(n) p*(n)
1

(

1 3 2 2 3
2 3 2 1 3 1
3 2 1 3 1 2

W N =S

Als Ubung iiberlege man sich, wie die Verkniipfungstafel von &3 aussieht. Man
kann diese Gruppe als Symmetriegruppe eines gleichseitigen Dreiecks verstehen:

Beispiel 1.16. Sei (D3, -) die Gruppe aller Kongruenzabbildungen der Ebene, die
ein gleichseitiges Dreieck auf sich abbilden, wobei die Verkettung von Abbildungen
zur Unterscheidung vom vorigen Beispiel mit e bezeichnet werde. Es ist

. 2
D3 = {ld,S],Sz,S3,}’,r}

wobei r eine Drehung um den Schwerpunkt mit Drehwinkel 27 /3 ist und s; die
Spiegelung an der i-ten Seitenhalbierenden bezeichnet:

Wir haben eine Bijektion
f: D3y — &3 definiert durch  f(s;)=0;, f(r')=p' fir i=1,2,3.

Man rechnet sofort nach, dass diese Bijektion mit der Gruppenstruktur kompatibel
ist in dem Sinne, dass f(a-b) = f(a)o f(b) fiir alle a,b € D5 gilt. Allgemeiner
definieren wir:

Definition 1.17. Ein Homomorphismus zwischen zwei Gruppen (G, -) und (H,0)
ist eine Abbildung

f: G — H mit f(a-b) = f(a)of(b) firalle a,b € G.

Wenn f zudem bijektiv ist, nennen wir f einen Isomorphismus. Wir schreiben dann
auch kurz
f: (G7) — (H,O).

und sagen, die beiden Gruppen (H,o) und (G, -) seien zueinander isomorph.
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Beispiel 1.18. Fiir n > 3 definieren wir die Diedergruppe D, als die Gruppe aller
Kongruenzabbildungen, welche ein regelmifiges n-Eck auf sich abbilden. Diese
Gruppe hat genau 2n Elemente: Die n Spiegelungen an den Mittelachsen und die n
Drehungen um Vielfache von 27 /n. Indem wir die Ecken mit 1,...,n numerieren,
konnen wir jedem Element von D,, eine Permutation ¢ € G,, zuordnen. Wir erhalten
einen injektiven Gruppenhomomorphismus

D, — G,.

Wegen |D,,| = 2n und |S,| = n! ist dieser nur fiir n = 3 ein Isomorphismus. Die
folgende Abbildung illustriert die Permutation ¢ zu einer Achsenspiegelung eines
reguldren Sechsecks:

5

Beispiel 1.19. Die Drehungen eines regelméBigen n-Ecks um Vielfache von 27 /n
werden beschrieben durch den Homomorphismus

f+ (Z,+) — (Dy,+), n +— Drehung um 27 /n.

Homomorphismus zu sein, bedeutet hier f(m+n) = f(m) - f(n) fiir alle m,n € Z.

Wir haben in der Definition von Homomorphismen nur die Kompatibilitidt mit
der Verkniipfung gefordert. Daraus folgt schon die Kompatibilitdt mit neutralen und
inversen Elementen:

Lemma 1.20. Sei f : G — H ein Gruppenhomomorphismus.
a) Fiir die neutralen Elemente e und ey gilt f(eg) = en.
b) Fiir alle a € G gilt f(a™ ') = (f(a)) "

Beweis. Esist f(eg) = f(eg-ec) = f(eg)- f(ec) und Multiplikation mit ( f(eg)) !
liefert sofort a). Teil b) folgt analog. O

2 Untergruppen

Héufig hat man es mit Teilmengen einer Gruppe zu tun, die stabil sind unter der
Verkniipfung in der Gruppe und beziiglich dieser selber eine Gruppe bilden, wie
z.B. die Menge aller Drehungen in der Diedergruppe Dy,:
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Definition 2.1. Eine Untergruppe einer Gruppe (G, ) ist eine Teilmenge H C G,
sodass folgende Bedingungen gelten, wobei e das neutrale Element von G sei:

a) Esiste € H.
b) Firallea € H istaucha™ ' € H.
c) Firallea,b € Histaucha-b € H.

Die erste Bedingung besagt insbesondere, dass H # & ist. Nimmt man dies an,
so lassen sich die obigen drei Axiome auch etwas eleganter zusammenfassen:

Lemma 2.2. Sei (G,-) eine Gruppe. Eine Teilmenge H C G ist eine Untergruppe
genau dann, wenn sie nichtleer ist und wenn gilt:

a-BleH fiiralle a,pfcH.

Beweis. Jede Untergruppe erfiillt offenbar diese Bedingung. Umgekehrt folgen aus
der Bedingung alle Untergruppenaxiome:

a) e € H (wihle oo = B € H beliebig),
b) Fiir jedes a € Hista™! € H (wihle a = e, 8 = a),
c) Firallea,b € Hista-b € H (wihle @ = a, =b"). 0

Jede Gruppe G besitzt offenbar die Teilmengen H = {¢} C G und H = G als
Untergruppen. Diese werden auch als die trivialen Untergruppen bezeichnet. Ein
etwas interessanteres Beispiel:

Beispiel 2.3. Fiir n € Z ist die Teilmenge nZ := {nk | k € Z} C Z eine Untergruppe
in der additiven Gruppe (Z,+):

* Esist 0 =n-0 € nZ und somit nZ # &.
* Fiir o, B € nZ ist o = nk, 3 = nl mit k,l € Z und somit

o—f = nk—nl = nlk—1) € nZ.
Wir haben damit bereits alle Untergruppen von (Z,+) gefunden:

Lemma 2.4. Jede Untergruppe der additiven Gruppe (Z,+) hat die Form H = nZ
fiir ein eindeutiges n € Ny.

Beweis. Im Fall HNN = & ist H = {0}, da additive Untergruppen unter x — —x
stabil sind. Wir kénnen dann n = 0 wihlen. Im Fall HNN # @ sei n:= minH NN.
Fiir jedes 2 € H gibt Division mit Rest eine Darstellung

h=kn+r mit re{0,1,....n—1}keZ
= r=h—kne HN{0,1,...,n—1}

—> r=0 nach Wahl vonn = minH NN

Also gilt H = nZ. Die Eindeutigkeit folgt analog. a
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Fiir kompliziertere Gruppen ist es meist nicht so einfach, alle ihre Untergruppen
zu bestimmen. Fiir endliche Gruppen G erhalten wir immerhin einige Information
aus der Anzahl ihrer Elemente, der sogenannten Ordnung |G|:

Satz 2.5 (Satz von Lagrange). Sei G eine endliche Gruppe, und sei H C G eine
beliebige Untergruppe. Dann ist die Ordnung |H| ein Teiler der Ordnung |G|.

Beweis. Wir definieren auf G eine Relation ~ durch a ~ b <= ab~! € H. Dies
ist eine Aquivalenzrelation:

* Reflexivitit: Fiir alle a € Gista ~a wegenaa™' =e € H.

* Symmetrie: Aus a ~ b folgt b ~ a wegen ba~' = (ab~')"' € H.

* Transitivitit: Aus @ ~ b und b ~ ¢ folgt a ~ c wegenac™! =ab~' -bc™' € H.
Wir haben hier alle Untergruppenaxiome benutzt! Die Aquivalenzklassen bzgl. ~
haben die Form

b = {acGlab"'€H} = {hbc G|hcH} = Hb

wobei wir fiir die zweite Gleichung 4 = ab™! substituiert haben. Jede Aquivalenz-
klasse enthilt genau |[H| Elemente, da die Abbildung

Hb —s H, a — ab™!

bijektiv ist mit der Umkehrabbildung H — Hb, h — hb. Seien by,...,b, € G ein
vollstindiges Reprisentantensystem fiir die endlich vielen Aquivalenzklassen, es sei
also G=HbiU---UHb, und Hb; " Hb; = @ fiir alle i # j. Zihlen der Elemente
zeigt

r r
Gl = YIHb| = Y|H| = r|H]
i=1 i=1

und somit ist |G| teilbar durch |H|. O

Beispiel 2.6. Die einzigen nichttrivialen Untergruppen von D3 = {id,s1,s2,s3,7,r*}
sind
H=1{id s} firi=1,2,3, und H={id,r,r’}.

Beweis. Man sieht leicht, dass die angegebenen Teilmengen Untergruppen sind. Sei
umgekehrt eine beliebige nichttriviale Untergruppe H C &3 gegeben. Nach dem
Satz von Lagrange ist |H| € {2,3}. Wir unterscheiden nun folgende Flle:

a) Falls s; € H ist, so enthilt H die Untergruppe {id, s;} der Ordnung zwei. Wieder
nach dem Satz von Lagrange muf also die Gruppenordnung |H| eine gerade
Zahl sein. Wegen |H| € {2,3} folgt |H| = 2 und somit H = {id,s;}.

b) Falls r € H ist, gilt H D {id,r,r*}, und wegen |H| < 3 folgt H = {id,r,r*}.
¢) Falls > € H ist, gilt r = roid = ror® = (r*)> € H und wir sind in Fall b). O
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3 Bild, Kern und Quotienten

Fiir einen Gruppenhomomorphismus f: G — H sind das Bild und der Kern definiert
als

im(f) = {f(g)|¢g€G} € H und ker(f) = {geG|f(g)=¢} C G,

wobei e € H das neutrale Element bezeichne. Es gilt:

Lemma 3.1. Sei f: G — H ein Gruppenhomomorphismus.
a) Das Bild im(f) ist eine Untergruppe von H,
b) Der Kern ker(f) ist eine Untergruppe von G.

Beweis. Esistker(f)# @, da das neutrale Element im Kern liegt. Fiir ¢, B € ker(f)
ist ferner

flap™) = fla)f(B™ (f Homomorphismus)
= flo)-(f(B)~" (nach Lemma [T.20)
=ec-e! (wegen a, B € ker(f))
=e
und somit o8~ € ker(f). Fiir im(f) argumentiert man analog. O

Beispiel 3.2. Fiir f: Z — D,,a — (Drehung um 27a/n) erhalten wir die bereits
bekannten Untergruppen
ker(f) =nZ C Z,
im(f) = {Drehungen um Vielfache von 27 /n} C D,,.
Anschaulich mifit der Kern, welche Information bei Anwenden von f verloren
geht: Beispielsweise lésst sich aus einer Drehung um den Winkel 27a/n die ganze

Zahl a € Z nur bis auf Addition von Elementen von nZ rekonstruieren. Allgemein
hat der Kern die folgende Interpretation:

Lemma 3.3. Sei f: G — H ein Gruppenhomomorphismus. Fiir a,b € G gilt dann:
fla) = f(b) <= ab™' € ker(f).
Insbesondere ist f injektiv genau dann, wenn ker(f) = {e} ist.

Beweis. Bsist f(a) = f(b) < f(ab™') = f(a)f(b)~' = e < ab~' € ker(f). Somit
folgt
1, Jker(f)-b fallsc= f(b),
S = {@ falls ¢ ¢ im(f)

und daher ist f injektiv genau dann, wenn |ker(f)| = 1 ist. O
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Der ‘Informationsverlust’ bei Anwenden von f wird also beschrieben durch die
Untergruppe ker(f). Fiir abelsche Gruppen gibt es umgekehrt zu jeder Untergruppe
einen Homomorphismus mit genau dieser Untergruppe als Kern:

Satz 3.4. Sei G eine abelsche Gruppe. Dann gibt es fiir jede Untergruppe K C G
eine abelsche Gruppe G /K und einen surjektiven Homomorphismus

p: G — G/K mit ker(p)=K.
Beweis. Wir definieren eine Relation ~ auf G durcha ~ b <= a—b € K. Diese
Relation ~ ist, wie wir aus dem Beweis des Satzes von Lagrange wissen,
a) reflexiv: Firallea € Gista~awegena—a=0¢€K.

b) symmetrisch: Aus a ~ b folgt b ~ a wegenb—a = —(a—b) € K.
¢) transitiv: Ausa ~bund b ~ ¢ folgta ~ c wegena—c= (a—b)+ (b—c) € K.

Also ist ~ eine Aquivalenzrelation. Sei G/K := G/ ~ der Quotient, d.h. die Menge
der Aquivalenzklassen. Wir wollen diesen Quotient zu einer Gruppe machen mit der
Verkniipfung

+: G/KxG/K — G/K, l|a]+[b] := [a+D].

Diese Verkniipfung ist wohldefiniert:
* Sei [a] = [@] und [b] = [].
e Dannista~d und b~ b, alsoista—ad € Kund b—b' € K.
* Somit folgt (a+b) — (@' +b') =(a—d')+ (b—V") € K.
¢ Folglichista+b ~d +¥, d.h. [a+b] = [d +b'] wie gewiinscht.
Dass G/K mit der soeben definierten Verkniipfung eine Gruppe bildet und dass die

Abbildung p : G — G/K,a > [a] ein Gruppenhomomorphismus ist, rechnet man
sofort nach. Zudem ist p surjektiv und ker(p) = {g€ G| g—0€ K} =K. O

Triviale Extremfille dieser Konstruktion sind G/{0} ~ G und G/G ~ {0}. Etwas
interessanter ist das folgende Beispiel:

Beispiel 3.5. Fiir die additive Gruppe G = Z und K = mZ mit m > 0 ist die soeben
konstruierte Aquivalenzrelation die Kongruenz modulo m: Die Aquivalenzklassen
sind gegeben durch

[a) = [b] inZ/mZ <= a=b(modm)
<= a— b ist durch m teilbar

Wir haben aus der Menge Z/mZ = {[0],[1],[2],...,[m— 1]} eine abelsche Gruppe
gemacht mit

[a] + [b] = [Rest bei Division von a + b durch m |
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Fiir m = 12 kennen wir diese Addition vom Rechnen mit Uhrzeiten:

9]+ [4] =[1] in Z/12Z

4 Ringe und Korper

Bisher haben wir immer nur eine Verkniipfung auf einmal betrachtet. Ein Ring ist
eine Menge mit zwei Verkniipfungen, die sich dhnlich wie die Addition und die
Multiplikation ganzer Zahlen verhalten:

Definition 4.1. Ein Ring ist ein Tripel (R,+, - ), bestehend aus einer Menge R mit
zwei Verkniipfungen

+: RXR — R und -: RxR — R

sodass folgende drei Eigenschaften gelten:
a) (R,+) ist eine abelsche Gruppe,
b) (R, - ) ist ein Monoid,
¢) Fiir alle a, b, c € R gelten die Distributivgesetze

(a+b)-c=a-c+b-c, c-(a+b)=c-a+c-b.

Wir nennen das neutrale Element von + das Nullelement O € R, und das neutrale
Element von - das Einselement 1 € R. Falls a-b = b-a fiir alle Elemente a,b € R
ist, nennen wir R einen kommutativen Ring.

Beispiel 4.2. Es gilt:
a) (Z,+,- ) und (Q,+, - ) sind kommutative Ringe.
b) (N,+, - ) ist kein Ring, da (N, +) keine Gruppe ist.
¢) (2Z,+, - ) ist kein Ring, da (2Z, - ) kein Monoid ist.

In Ringen kann man mittels Assoziativitidt und Distributivitiat wie in den ganzen
Zahlen rechnen, z.B. gilt

*0-a=0,denn0-a=0-a+0-a—0-a=(0+0)-a—0-a=0-a—0-a=0.
e (=1)-a=—a,denna+(-1)-a=1-a+(-1)-a=(14+(-1))-a=0-a=0.
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Bemerkung 4.3. Wir haben in der Definition von Ringen nicht gefordert, dass das
Einselement vom Nullelement verschieden ist. Wenn in einem Ring R aber 1 = 0
gilt, folgt

a=al1=a0=0

fiir alle @ € R und somit ist R der (nicht sehr interessante) Nullring R = {0}.

Wir konnen nun addieren, subtrahieren und Multiplizieren. Was noch fehlt, ist
die Division. Die Frage nach multiplikativen Inversen fiihrt auf die folgende

Definition 4.4. Die Einheitengruppe eines Ringes R ist die Gruppe
R*:={reR|3seR:s-r=r-s=1},

die von den invertierbaren Elemente des Monoids (R,-) gebildet wird; dass diese

eine Gruppe beziiglich der Multiplikation bilden, folgt aus Korollar[I.12]

Beispiel 4.5. Es ist Z* = {£1}, Q* = Q\ {0}, und R* =R\ {0}.

Kommutative Ringe, in denen wie in Q oder in R jedes von Null verschiedene
Element multiplikativ invertierbar ist, haben einen eigenen Namen:

Definition 4.6. Ein Kérper ist ein kommutativer Ring K mit K* = K\ {0}.

Man beachte, dass der Nullring kein Korper ist, denn fiir den Nullring R = {0}
gilt R* = R. Korper sind die grundlegenden Zahlbereiche, auf denen die lineare
Algebra aufbaut. Man kann darin prima rechnen, z.B. gilt die Kiirzungsregel:

Lemma 4.7. Sei K ein Korper. Dann gilt:

a) Fiir alle a,b € K\ {0} ist auch a-b # 0.
b) Seien a € K\ {0} und b,by € K mit a-b; = a- by, dann ist by = b,.
Beweis. Teil a) folgt aus der Tatsache, dass fiir Korper die Menge K \ {0} = K*

eine Gruppe beziiglich der Multiplikation bildet und somit mit je zwei Elementen
auch ihr Produkt enthilt. Teil b) folgt aus a) durch Betrachten von b := by —b,. O

Die Kiirzungsregel gilt natiirlich nicht nur in Korpern, sondern beispielsweise
auch im Ring R = Z. Kommutative Ringe, in denen die Kiirzungsregel gilt, haben
einen eigenen Namen:

Definition 4.8. Ein Integritditsring ist ein kommutativer Ring R # {0} mit ab # 0
fiir alle von Null verschiedenen a,b € R\ {0}.

Wichtige Beispiele fiir kommutative Ringe, die wir hiufiger antreffen werden,
sind die folgenden endlichen Ringe:

Lemma 4.9. Fiir n € N ist die Gruppe R = 7./n7 ein kommutativer Ring beziiglich
der reprdsentantenweise definierten Multiplikation

[a] - [b] := [a-D].
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Beweis. Als additive Gruppe kennen wir Z/nZ schon, die Wohldefiniertheit der
Multiplikation folgt analog:

* Sei [a1] = [az] und [by] = [by] in Z/nZ.
e Esfolgtay =a; +knund by = by +Inmitk,l € Z.
e Dannist axby = a;by + (all + kb, —l—kli’l)l’l =aiby (modn), also [azbz] = [albl].

Mit der so definierten Multiplikation wird Z/nZ ein kommutativer Ring, da Z ein
O

solcher ist.
Beispiel 4.10. Der Ring Z /27 ist ein Korper, dieser Korper mit zwei Elementen ist
die Basis fiir alle Computer. Seine Addition und Multiplikation sehen so aus, wobei
wir der Einfachheit halber die eckigen Klammern um Ringelemente weglassen:

+10 1 0 1
010 1 00 O
1{1 0 110 1

Andererseits ist Z/4Z kein Korper, nicht einmal ein Integritdtsring: Hier gilt die
Kiirzungsregel nicht, denn

2]-[2] = [0, aber [2] #[0] in Z/AZ.

Die Additions- und Multiplikationstafel des Ringes Z/4Z sieht so aus, wobei wir
wieder die eckigen Klammern um Ringelemente weglassen:

N O N O
—_ N W O w

N = O Wlw
S O O O|lo
W N = O -

— o W M|

L»JN'—O-F
W o = O|lo
O W N = =
W o = O

Allgemein gilt:
Lemma 4.11. Fiir p € N sind dquivalent:

a) Z] pZ ist ein Integritditsring.
b) p ist eine Primzahl.

Beweis. Es gilt:

p > 1prim <= Fira,b € Z gilt: p | ab impliziert p |a oder p | b
< InZ/pZ gilt: [a]-[b] = 0 impliziert [a] = 0 oder [b] = 0.

Die letzte Bedingung besagt genau, dass Z/pZ ein Integrititsring ist. a
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Tatséchlich ist fiir Primzahlen p der Integrititsring IF,, = Z/ pZ sogar ein Kérper
aus folgendem Grund:

Lemma 4.12. Jeder endliche Integritiitsring ist ein Korper.

Beweis. Sei R ein endlicher Integrititsring und a € R\ {0}. Nach der Kiirzungsregel
ist die Abbildung R — R, b +— ab injektiv. Also ist diese Abbildung auch surjektiv,
da R endlich ist. Folglich existiert ein b € R mit ab = 1. a

Beispiel 4.13. In dem Kérper F7 = Z/7Z sind multiplikative Inverse gegeben durch

[-' = 1] wie in jedem Kérper,

27! = [4] wegen 2-4 = 1(mod7),
[3]_1 = [5] wegen 3-5=1(mod7),
[4]*1 = [2] wegen 4-2 = 1(mod7),
57! = [3] wegen 5-3 = 1(mod7),
[6]! = [6] wegen6-6=1(mod7).

Wie fiir Gruppen, so betrachtet man auch fiir Ringe gern Abbildungen, welche
mit der Ringstruktur kompatibel sind:

Definition 4.14. Ein Ringhomomorphismus ist eine Abbildung f: R — S zwischen
zwei Ringen, sodass die folgenden Eigenschaften gelten:

a) Fir alle a,b € Rist f(a+b) = f(a)+ f(b) und f(a-b) = f(a)- f(b),
b) Fiir die Einselemente 1g € R und 15 € S der Ringe gilt f(1z) = 1.

Man beachte, dass jeder Ringhomomorphismus nach Bedingung a) insbesondere
ein Homomorphismus additiver Gruppen ist, sodass fiir die Nullelemente der beiden
Ringe automatisch f(0g) = Og gilt.

Beispiel 4.15. Fiir n € N ist die Restklassenabbildung f: Z — Z/nZ,a — [a] ein
Ringhomomorphismus. Wegen

[a] = [Rest von a bei Division durch 7]

lasst sich daher mit Resten bei Division durch n prima rechnen: Was ist z.B. die
letzte Dezimalziffer von
31000 ~ 1.3221-10Y772

Durch Rechnen in Z/10Z erhalten wir:
3% =19] = [-1]
= [B=BP=[-17=0]
— [31000[: [34}250 _ [1]250 — [1]

= Die letzte Ziffer von 3'°% ist eine Eins.
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5 Die komplexen Zahlen

Als wichtiges Beispiel fiir einen Korper wollen wir hier noch die komplexen Zahlen
betrachten, die eine Rolle in vielen Anwendungen spielen. Um ihre Konstruktion
zu verstehen, sollte man sich klar machen, dass der Begriff von Zahlen historisch
immer wieder erweitert wurde, um neue Probleme zu 10sen:

Beispiel 5.1. Sei m = 2. Die Gleichung z2> = m hat keine rationale Losung z € Q,
aber wenn wir von den rationalen zu reellen Zahlen iibergehen, finden wir die beiden
reellen Losungen z = £+/m € R. Fiir diese eine Gleichung hitten wir natiirlich nicht
den gesamten Korper der reellen Zahlen benétigt: Man rechnet leicht nach, dass
schon die Teilmenge

K:={x+y/m e R|x,yQ} C R

einen Korper beziiglich der Addition und Multiplikation reeller Zahlen bildet. Um
den Korper K ohne Benutzung reeller Zahlen zu beschreiben, beachte man, dass die
Abbildung

f: M:=Q — K, (x,y)— x+y/m

bijektiv ist. Mittels dieser Bijektion iibersetzt sich die Addition und Multiplikation
des Korpers K zu entsprechenden Verkniipfungen auf der Menge M. Explizit fiihrt
dies wegen

(x1 +y1vm) + (2 +y2v/m) = (x1+x2)+ (y1 +y2)vVm
(x1+y1vm) - (2 +y2v/m) = (x1x2+2y1y2) + (X132 +x2y1)V/m

auf die Definition
(x1,y1) + (r2,y2) == (x1 422, y1+y2),
(x1,31) - (x2,¥2) = (x1x2 +my1y2, X192 +x2y1)
fiir (x1,y1), (x2,y2) € M. Diese Definition kann man verstehen, ohne R zu kennen!

Nach dieser Ubung sollte man keine Angst mehr vor quadratischen Gleichungen
haben, die keine reellen Losungen besitzen. Um einen Korper zu finden, der den
Korper der reellen Zahlen enthilt und in dem die Gleichung 7> = —1 Iosbar wird,
ersetzen wir im obigen Beispiel einfach m durch —1:

Definition 5.2. Auf der Menge C := R? definieren wir Verkniipfungen + und -
durch

(x1,y1) + (x2,¥2) == (x1 +x2, y1 +y2),
(x1,31) - (x2,¥2) 1= (X122 —y1y2, X1y2 +y1x2).

Man rechnet leicht nach, dass diese Addition und Multiplikation die Menge C zu
einem Korper macht, wir nennen diesen den Korper der komplexen Zahlen.
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Wir betrachten die reellen Zahlen als Teilmenge der komplexen Zahlen via
der injektiven Abbildung R — C,x — (x,0). Wegen (x1,0) + (x2,0) = (x; +x2,0)
und (x1,0) - (x2,0) = (x; - x2,0) muB man hier die Notation fiir die Addition und
Multiplikation reeller Zahlen nicht von der fiir komplexe Zahlen unterscheiden. Wir
schreiben kurz

* 0:=(0,0) € C fiir das Nullelement,

* 1:=(1,0) € C fiir das Einselement,

» i:=(0,1) € C fir die sogenannte imagincre Einheit.
Letztere 1st die quadratische Gleichung: i = (0,1)-(0,1) = (—1,0) = —1. Jede
komplexe Zahl ldsst sich schreiben als z = x + iy mit eindeutigen x,y € R. Dabei
heif3t

* Re(z) := x der Realteil von z,

* Im(z) := y der Imagindrteil von z.
Fiir z = x+ iy mit x,y € R definieren wir das komplex Konjugierte 7 := x — iy. Man
rechnet sofort nach, dass

z+w =Z4+w und Z-w =7Z-w firalle z,w € C

ist. Wir definieren ferner den Absolutbetrag |z| = \/x> + y? € R>¢. Wegen |z|> =z-Z

gilt

1 1 X . y
— — .

x2 + y2 x2 + y2

Die Multiplikation von komplexen Zahlen lisst sich besonders gut verstehen, wenn

wir (x,y) € R? als Punkt in der reellen Ebene auffassen und dann in dieser Ebene zu

Polarkoordinaten iibergehen, d.h.

= .Z =
z |z|?

fir z =x+iy # 0.

x =r-cos(or) und y = r-sin(a)

mit einer reellen Zahl » > 0 und einem Winkel o € R schreiben:

) z=r-e%=x+iy

«— Re(2)
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In dieser Polardarstellung wird z = r- (cos(o) +i-sin(a)) mit r = |z|. Um mit den
Winkeln fiir Punkte auf dem Einheitskreis bequem zu rechnen, verwenden wir die

Kurznotation .
e'* = cos(at) +i-sin(a) fir a € R.

Diese Notation erklért sich daraus, dass man diesen Ausdruck in der Analysis als
Wert der Exponentialfunktion im Punkt i € C interpretieren kann. Wir kénnen nun
die Polardarstellung von komplexen Zahlen schreiben als

z=r-¢% mit r=|z und a € R.

Das ist fiir die Multiplikation komplexer Zahlen sehr niitzlich:
Korollar 5.3. Fiirz=r-¢'® und w =s-e'% ist z-w = rs- ¢/(@*P),
Beweis. Fiir a, € R ist e/* - B = ¢ilath) wegen der aus der Analysis bekannten
Additionsformeln
cos(a+f) = cos(er)cos(f) —sin(a)sin(f)
sin(a+ B) = sin(a)cos(fB)+ cos(a)sin(f)
fiir die Sinus- und Cosinusfunktion. O

Wenn wir C = R? mit der Ebene identifizieren, ist somit fiir festes z = r- ¢'® #0
die Abbildung
C—C, w—zw

eine Drehstreckung mit Streckfaktor r > 0 und Drehwinkel o € R. Ebenso zeigt die
Formel
r-ei® = r.(cos(a) —isin(a)) = r-(cos(—at) +isin(—a)) = r-e @

dass die komplexe Konjugation einer Spiegelung an der reellen Achse entspricht:

b
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Wir hatten die komplexen Zahlen eingefiihrt, um die Gleichung z> 4 1 = 0 16sen
zu konnen. Tatsdchlich haben wir damit viel mehr erreicht, auch wenn wir das hier
nicht beweisen wollen:

Satz 5.4 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes Polynom
f2) = 2 4ag12 "+ +aiz+ao

vom Grad d > 0 mit Koeffizienten ay,...,az_1 € C hat mindestens eine komplexe
Nullstelle, d.h. es existiert mindestens eine komplexe Zahl z; € C mit f(z1) = 0.

Durch Ausklammern des durch eine Nullstelle gegebenen Linearfaktors z — z;
erhalten wir dann eine Faktorisierung f(z) = (z—z1) - g(z) fuir ein Polynom g(z)
vom Grad d — 1. Induktiv folgt

d

f@) = [1e-2)

i1

also eine Faktorisierung in Linearfaktoren mit Nullstellen zj,...,z5 € C. Es gibt
viele elegante Beweise fiir den Fundamentalsatz — aber sie gehoren nicht in die
lineare Algebra, sondern eher in die Analysis oder Topologie.

6 Polynome

In der linearen Algebra werden wir spiter nicht nur mit Polynomen iiber C, sondern
auch iiber anderen Korpern zu tun haben:

Definition 6.1. Sei K ein Korper. Ein Polynom in einer Variable x iiber K ist ein
Ausdruck der Form

P=ayxX"+a 1 X'+ +ax+ag mitneNy,a,...,a, €K.

Formal ist ein Polynom nichts anderes als die Folge seiner Koeffizienten; wenn wir
die Zahl n nicht explizit nennen wollen, fassen wir die Koeffizienten auf als eine
unendliche Folge ag,a;,as,... in K mit a; = 0 fiir alle bis auf endlich viele i und
schreiben dann

P = Zaixi.

i>0
Im Fall von Polynomen ist aber auch mit dieser saloppen Notation immer gemeint,
dass auf der rechten Seite nur endlich viele Summanden stehen — anders als bei

Potenzreihen in der Analysis! Wir bezeichnen die Menge aller Polynome iiber K
mit

K[x] = { Za,-xi

i>0

ap,ap,--- € K mit a; = 0 fiir alle bis auf endlich viele i }
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Definition 6.2. Fiir Polynome P =Y ;-¢a;x' € K[xJund Q =Y~ b;x/ € K[x] setzen
wir

P+0Q = chxk mit c¢; = ay+ by,
k>0

k
P-Q = Z dkxk mit d; = Z aiby_;.
k>0 i=0

Man sieht leicht, dass K[x] mit dieser Addition und Multiplikation ein kommutativer
Ring wird. Sein Null- und Einselement sind die Polynome

0 :=0+0-x+0-x>+--- (das sog. ‘Nullpolynom”),
1 :=1+0-x+0-x>+--- (das sog. ‘Einspolynom’).

Beispielsweise gilt
(a1x+ Clo) . (b1x+ bo) = aib; -x2 =+ (a1b0 + aobl) -x+apbg.
Wir konnen fiir die formale Variable x auch konkrete Werte einsetzen:

Definition 6.3. Der Wert eines Polynoms P =Y a;x' € K[x] an einer Stelle xo € K
ist definiert durch .
P(xo) == Z a;ixly € K.
i=0
Indem wir die Stelle xq variieren, erhalten wir eine Abbildung K — K,xo — P(xp),
wir nennen diese die Polynomfunktion zu dem gegebenen Polynom.

Uber endlichen Kérpern sollte man Polynome sorgfiltig von Polynomfunktionen
unterscheiden. Beispielsweise betrachte man iiber dem Korper K = F, mit zwei
Elementen das Polynom P = x* +x € I, [x]: Dieses ist nicht das Nullpolynom, aber
die zugehorige Polynomfunktion ist identisch Null.

Definition 6.4. Der Grad von P =¥ ;~qa;x' € K[x] ist definiert als

) —oo falls P das Nullpolynom ist,
deg(P) :=
max{i € No | a; #0} sonst.

Lemma 6.5. Fiir alle P,Q € K[x] ist deg(P- Q) = deg(P) +deg(Q).

Beweis. Falls P oder Q das Nullpolynom ist, gilt die Behauptung mit der iiblichen
Konvention, dass —co+n := —oo fiir alle n ist. Sei nun m = deg(P),n = deg(Q) € Ny,
also

P=a,x"+---+ajx+ag mit a,, # 0,
Q= byX"+---+bix+by mit b, # 0.
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Es folgt
m+n
P-O = Z ckxk mit ¢ = Za,-bk,i.
k=0 i>0
Dabei ist ¢pyin = amby # 0, also deg(P- Q) = m+n = deg(P) + deg(Q). O

Korollar 6.6. Fiir jeden Korper K ist der Polynomring K|x| ein Integritiitsring.

Beweis. Fir P,Q € R[x]\ {0} ist deg(P),deg(Q) > 0. Nach dem vorigen Lemma
folgt deg(P- Q) = deg(P) +deg(Q) > 0. Also ist insbesondere P- Q # 0. O

Die obigen Resultate gelten allgemeiner auch fiir Polynome mit Koeffizienten in
einem Integrititsring. Mit Polynomen iiber Korpern kann man aber besonders gut
rechnen, z.B. kann man hier dhnlich wie in Z mit Rest dividieren:

Satz 6.7. Sei K ein Korper. Dann gibt es fiir alle F,G € K|[x] mit G # 0 eindeutige
Polynome Q,R € K[x] mit

F = G-0+R und deg(R) < deg(G).

Beweis. Wir zeigen zuerst die Eindeutigkeit der Division mit Rest: Gegeben seien
zwei Darstellungen

F =G -Q1+R mit deg(R;) < deg(G)
=G O+R mit deg(Ry) < deg(G)

Dann ist G- (Q1 — Q2) = Ry — Ry, also

deg(G) +deg(Q1 — Q2) = deg(G-(Q1—Q2)) = deg(R, —Ry)
< max{deg(R;),deg(R)}
deg(G)

ARVAN

Alsoistdeg(Q;—07) <0,d.h. Q1 =Q,.EsfolgtRi =F—-G-Q1 =F—-G-0, =R;.

Fiir die Existenz fixieren wir ein Polynom G = }}_,b; x/ € K[x] mit b, # 0 und
zeigen per Induktion iiber m € N die Aussage:

A( fiir alle F € K[x] mit deg(F) < m gibtes Q,R € K[x],
m) :
sodass gilt: F = G- Q+ R und deg(R) < n = deg(G).

Fiir alle m < n ist die Aussage A(m) erfiillt, man kann dazu einfachR=F und Q =0
wihlen. Im Folgenden sei daher m > n, und wir machen die Induktionsannahme,
dass A(m — 1) bereits bewiesen sei. Wir wollen hieraus A(m) folgern: Sei dazu ein
Polynom F = Y7 a;x' mit a,, # 0 gegeben. Wir definieren ' € K[x] mitdeg(F) <m
durch

Fi=F-.Gx""
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Wegen der Annahme A(m — 1) existieren Polynome Q,R € K[x] mit F = 0-G+R
und deg(R) < n. Es folgt

F=F+@GX""=0-G+R+{-GX"" = (Q+ " ~x’"—"> -G+R
Dabei gilt noch immer deg(R) < deg(G). Damit folgt die Aussage A(m). O

Der obige Beweis per Induktion ist konstruktiv und fiihrt auf das Verfahren der
Polynomdivision, das hier nur mit einem Beispiel illustriert sei:

Beispiel 6.8. Fiir die Polynome
F=xX"4+34+2x+1, G=x>+2x+3 € QJy

berechnet man durch Polynomdivision:

B3+ 2+ 1= (?+2x+3) (x+1) —3x—2
— x> —2x* —3x

2 —x+1
—x2—2x-3
—3x-2

Wir erhalten hier also Q =x+1und R = —3x—2.

Ringe, in denen wie im obigen Satz eine Division mit Rest moglich ist, verdienen
einen eigenen Namen:

Definition 6.9. Ein Euklidischer Ring ist ein Integritétsring R mit folgender weiterer
Eigenschaft: Es gibt eine Funktion

§: R\{0} — N,

sodass fiir alle a € R, b € R\ {0} Elemente ¢, r € R existieren mit

a) a=gb-+r,und
b) 6(r) < 6(b) im Fall r #£ 0.

Wir nennen dann 6 auch eine Gradfunktion fiir R.



Kapitel 11
Vektorraume

Zusammenfassung Lineare Strukturen spielen eine zentrale Rolle in allen Teilen
der Mathematik und ihren Anwendungen. In diesem Kapitel werden wir den fiir
diese zentralen Begriff eines Vektorraumes iiber einem Korper einfiihren. Elemente
eines Vektorraumes kann man durch Tupel von Korperelementen angeben, wenn
man eine Basis, d.h. ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem wihlt. Die Anzahl
der Vektoren in einer Basis hingt nicht von der Basis ab und heif3t die Dimension
des Vektorraumes. In Verallgemeinerung der Konstruktion von Vektorrdumen aus
Tupeln werden wir schlielich die direkte Summe von Vektorrdumen betrachten.

1 Definition und Beispiele

Den Begriff eines Vektors kennen viele aus der Physik:

Beispiel 1.1. Das Kabel einer Hingelampe werde eine senkrecht aus einer Mauer

ragende Schiene gefiihrt wie in der folgenden Abbildung. Welche Zugkraft muf3 das
Kabel aushalten?
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Sei F die Gewichtskraft der Lampe. Dann ergeben sich die Zugkraft F; am Seil
und die auf die Schiene wirkende Druckkraft F> aus dem in der obigen Abbildung

31
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skizzierten Krdfteparallelogramm. Physiker schreiben
Fi+F = —F

und sagen, dass Krifte Vektoren seien, also neben einem Betrag auch eine Richtung
besitzen. Dabei gilt:

* Vektoren kann man addieren: Die Summe von zwei Kriften ist gegeben durch
ein Krifteparallelogramm wie in der obigen Skizze.

* Vektoren kann man mit einer reellen Zahl multiplizieren, dabei wird ihr Betrag
reskaliert und die Richtung dreht sich im Fall negativer Vorzeichen um.

Durch Kombination beider Operationen kann man beliebige Linearkombinationen
von Vektoren bilden. Solche Linearkombinationen treten in zahlreichen weiteren
Situationen auf:

Beispiel 1.2. In Interpolationsproblemen sucht man ein Polynom, das an gegebenen
Stellen vorgegebene Werte annimmt. Gesucht sei z.B. fiir a,b, ¢ € R ein f € R[x] mit
der Eigenschaft

f() =a f2)=b fB)=c

Eine elegante Losung dieses Interpolationsproblems erhilt man durch Betrachten
der drei Polynome

fi = 3x=-2)x=3), fp=-(x-1Dx-3), f5=3x-1)x-2).
Per Konstruktion gilt

1 fari=j,
fm_{o fiir § o J,

somit erhalten wir eine Losung des Interpolationsproblems als Linearkombination

der Form
f=afi+bfr+cfzs € R[]

Das ist optimal: Man sieht leicht, dass dies die einzige Losung mit deg(f) < 2 ist.

Aus mathematischer Sicht machen wir in beiden Beispielen dasselbe: Sowohl
Krifte als auch Polynome kann man addieren und mit sogenannten Skalaren,
d.h. Elementen aus einem Korper, multiplizieren. Es gibt eine nahezu unendliche
Zahl weiterer Beispiele. Dabei kann sich die Natur der betrachteten Objekte von
Fall zu Fall sehr unterscheiden und wir wollen auch iiber anderen Zahlbereichen
wie C, Q oder endlichen Korpern rechnen (etwa in der Codierungstheorie). Daher
fassen wir die in allen Fillen benétigte Struktur wie folgt zusammen:

Definition 1.3. Ein Vekrorraum iiber einem Korper K oder kurz ein K-Vektorraum
ist ein Tupel (V,+, -) bestehend aus einer abelschen Gruppe (V,+) und aus einer
Verkniipfung

KxV =V, (a,v)— a-v,

der sogenannten Skalarmultiplikation, sodass fiir alle o, 8 € K, v,w € V gilt:
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a) Assoziativitit: - (f-v) = (aff) - v.
b) Distributivitit: (a+ ) - v=a-v+p-vunda-(v+w)=0o-v+a-w.
¢) Kompatibilitit mit dem Einselement: 1-v =v.

Die Elemente eines Vektorraumes bezeichnen wir als Vektoren.

Beispiel 1.4. Jeder K-Vektorraum V enthilt mindestens ein Element, das neutrale
Element der Gruppe (V,+). Dieses Element heiBt der Nullvektor 0 € V. Umgekehrt
bildet die triviale additive Gruppe V = {0} in trivialer Weise einen Vektorraum iiber
jedem Korper. Man nennt diesen Vektorraum V = {0} den Nullraum.

Beispiel 1.5. Der Standard-Vektorraum V = K" fiir n € N ist die Menge der n-Tupel
von Elementen aus K. Wir schreiben derartige Tupel manchmal platzsparend wie
in der Mengenlehre als Zeilenvektoren (ay,...,a,). Meist werden wir aber ab jetzt

Spaltenvektoren
aj

v = mit ap,...,a, € K
dn

nutzen. Die Addition und Skalarmultiplikation sind komponentenweise definiert
durch

uy Vi up+vy wi a-wy
+1 | = : und o | : =
Un Vn Up+vy Wn a-wy
Damit wird V = K" ein K-Vektorraum. Sein Nullvektor ist der Spaltenvektor, dessen
Eintrdge alle Null sind, und additive Inverse von Vektoren sind gegeben durch
ay —ay
—| = firay,...,a, €K.
an —ap

Dass die Skalarmultiplikation assoziativ, distributiv und mit 1 € K kompatibel ist,
folgt komponentenweise aus den entsprechenden Eigenschaften von K.

Anschaulich kann man den R-Vektorraum R? betrachten als Modell fiir den uns
umgebenden Raum, die soeben definierte komponentenweise Summe von Vektoren
entspricht dann geometrisch der Diagonalen in einem Parallelogramm:
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Beispiel 1.6. Nicht in jedem Vektorraum lassen sich Vektoren durch endliche Tupel
von Korperelementen beschreiben, es gibt auch sehr viel groflere Vektorrdume:
* Die Menge aller Folgen (a;,az,...) von Elementen a; € K ist ein Vektorraum
tiber K mit der gliedweisen Addition und Skalarmultiplikation
(al,ag,...) + (b],bz,...) = (al —|—b1,a2+b2,...),
o-(ay,a,...) = (aay,aay,...).

* Die Menge V = Abb(R,R) = { Abbildungen f : R — R} ist ein Vektorraum
iber den reellen Zahlen mit der punktweisen Vektorraumstruktur, die definiert

ist durch
(f+8)x) = f(x)+8x) fir f,g €V
(a-f)x) = a- f(x) und a € R.
Dasselbe gilt fiir

V = {stetige Abbildungen f : R — R},
V = {differenzierbare Abbildungen f : R — R}, Usw.

Fiir die Addition und Multiplikation mit Skalaren gelten in Vektorrdumen die
iiblichen Rechenregeln, wobei wir der Klarheit halber ausnahmsweise mit Ox € K
das Nullelement des Korpers und mit Oy € V das Nullelement des Vektorraumes
bezeichnen:

Lemma 1.7. Sei V ein Vektorraum iiber K. Fiir alle o € K und v € V gelten dann
die Identitdten

Ok-v=0a-0y =0y und (—a)-v=oa(—v)=—(a-v).

Es gilt auflerdem die Kiirzungsregel: Aus o - v = Oy folgt oc = Og oder v = Oy.

Beweis. Die ersten beiden Rechenregeln beweist man genauso wie die analogen
Rechenregeln in Ringen. Wir zeigen daher nur die Kiirzungsregel: Fir o -v =0
mit @ € K\ {0k} istv=lg-v=(a ' a)-v=a"' (- v)= a"!-0y= Oy nach
den Axiomen fiir Vektorrdume. O

Die Kiirzungsregel ist librigens der Grund, warum wir die lineare Algebra hier
iiber Korpern und nicht iiber allgemeineren Integritétsringen entwickeln: Sie macht
das Leben deutlich einfacher und wird im Folgenden immer wieder verwendet!

2 Untervektorriume

Héufig interessiert man sich fiir Teilmengen eines Vektorraumes, die stabil unter der
Addition und Skalarmultiplikation sind:
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Definition 2.1. Sei V ein Vektorraum iiber K. Wir bezeichnen eine Teilmenge U C V
als einen K-Untervektorraum oder auch kurz als einen Unterraum oder Teilraum
von V, wenn gilt:

a) EsistU # @.
b) Fiir alle uy,u; € U istauch u; +uy € U.
c¢)Firallea e K,ueUistaucha-ucU.

Lemma 2.2. Sei V ein Vektorraum iiber K. Dann ist auch jeder Unterraum U CV
ein Vektorraum iiber K mit der Addition und Skalarmultiplikation

+:UxU — U und -:KxU — U

welche die Einschrinkung der Addition und Skalarmultiplikation des Vektorraums V
auf die Teilmengen U x U CV xV bzw. K xU C K XV sind.

Beweis. Folgt direkt aus den Definitionen. Die Existenz additiver Inverse folgt dabei
aus der Eigenschaft ¢) in der obigen Definition mit & = —1,denn —u=(—1)-u. O

Beispiel 2.3. Jeder K-Vektorraum V enthilt die sogenannten trivialen Unterrdume,
ndmlich den Nullraum U = {0} und den ganzen Vektorraum U = V. Fiir jeden
Vektor v € V' \ {0} ist ferner

vk ={aveV]jacK} CV
ein Untervektorraum, wir nennen ihn die durch v aufgespannte Gerade.

Beispiel 2.4. Seien aj,as,a3 € K. Im Vektorraum V = K3 ist dann

U := {(V1,v2,V3)GK3 a1V1+szz+d3V3:0}

ein Untervektorraum:
a) Esist (0,0,0) € U, also U # @.
b) Fiir u = (uy,u2,u3),v = (vi,v2,v3) €U istu+v € U wegen

3 3 3
Za[(ui—&—vi) = Zaiui—l—Zaivi =0+0=0.
i=1 i=1 i=1

¢) Ebenso priift man direkt & - u € U fiir alle u € U und & € K nach.

Wenn die Koeffizienten a;,a, a3 nicht alle drei Null sind, kann man sich U C K3
anschaulich als eine Ebene vorstellen. Fiir a; # 0 besteht diese beispielsweise genau
aus den Vektoren

—ajp —as
v=o-| a | +B- 0 mit o, €K.
0 aj
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Beispiel 2.5. Die Menge

Z(R) := {f:R— R differenzierbar} C Abb(R,R)
aller differenzierbaren Funktionen bildet einen Untervektorraum im R-Vektorraum

aller reeller Funktionen aus Beispiel [I.6}

* 9(R) # @, da die Nullfunktion differenzierbar ist.
* Sind f,g : R — R differenzierbar, dann auch f + g.
e Ist f: R — R differenzierbar, dann auch a f fiir & € R.

Beispiel 2.6. Die Teilmenge
U={fe?2®R)|f(x)=f(xfirallexeR} C 2(R)

ist ein R-Untervektorraum, denn:

* Esist U # &, da die Nullfunktion in U liegt.
 Fir f, g€ Uistauch f+g€U,denn (f+g) =f+¢ =f+g
sFiraeRund feUistaucho-fe€U,denn (a-f) =a-(f)=a-f.

In der Analysis werden Sie beweisen, dass U genau aus den reellen Vielfachen der
Exponentialfunktion besteht: Man konnte ihn als eine "Gerade"bezeichnen.

Im R? schneiden sich je zwei verschiedene Ebenen durch den Ursprung entlang
einer Gerade:

Allgemein ist der Durchschnitt von Unterrdumen wieder ein Untervektorraum:

Lemma 2.7. Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K. Sei (U;);c; eine Kollektion
von Untervektorrdumen U; C 'V, wobei I eine beliebige Indexmenge sei. Dann ist
auch der Durchschnitt

U = ﬂ U; C V ein Untervektorraum.
icl
Beweis. Per Definition von Unterrdumen ist 0 € U; fiir alle i. Also ist 0 € U und

somit U # &. Seien jetzt u,v € U und o € K. Dann ist u,v € U fiir alle i € I. Somit
folgtu+v, av € U; fiiralle i € I, also u+v, otv € U wie gewlinscht. a
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Fiir jeden von Null verschiedenen Vektor eines K-Vektorraumes haben wir die
von diesem aufgespannte Gerade betrachtet. Allgemeiner kann man fiir nichtleere
Teilmengen A C V die Teilmenge

(A)k = {Zn:%’vl’

i=1

neN,aieK,vieA} cvVv

bilden. Wir bezeichnen diese Teilmenge als den K-Aufspann von A, ihre Elemente
heilen K-Linearkombinationen von Elementen aus A. Den Korper K lassen wir gern
weg, wenn er aus dem Kontext klar ist. Fiir endliche Mengen A = {v1,..., v, } sparen
wir uns in der Notation die Mengenklammern und schreiben kurz

<V1,...,V,,>]( = <{V1,...,Vn}>](.

Den Aufspann der leeren Menge A = & definieren wir formal durch (@) := {0},
was zur Vermeidung von Fallunterscheidungen niitzlich ist.

Beispiel 2.8. Im R-Vektorraum V = R? seien
e—((l)) e —((1)) und e —(8)
1=13) = 3=9)-
gegeben. Dann ist

o
(el,ez)R = {(X161+06262|061,062€R} = {(%;) |OC1,062€R}

die Koordinatenebene durch die ersten beiden Koordinatenachsen:

B S — Ce,ea?

Man bezeichnet den Aufspann einer Teilmenge A C V eines Vektorraumes V auch
als den von A aufgespannten Untervektorraum, aus gutem Grund:

Lemma 2.9. Es sei V ein K-Vektorraum. Fiir jede Teilmenge A C 'V ist dann ihr
Aufspann
(A)k C V  ein Untervektorraum.
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Beweis. Fiir A = @ ist der Aufspann per Definition der Nullraum und dieser bildet
einen Untervektorraum, wir diirfen also A # & annehmen. Es ist v = o - v fiir ot = 1
und alle v € A. Somit folgt per Definition des Aufspanns A C (A)k. Insbesondere
ist der Aufspann also nicht leer. Zu zeigen bleibt die Stabilitdt unter Addition und
Skalarmultiplikation. Seien dazu v,w € (A)k beliebig vorgegeben. Wir schreiben
diese in der Form

n
ov; mitoyb €K, v; €A und w = Zﬁjo mitﬁjEK,WjEA.
j=1

I
™=

Il
—

Dannist v4+w = Yju; + - - - + Yntnlbm+n Mit

o Vi i<m
=<' und w; = { ' fiir =
ﬁi—m Wi—m 1>m.

Alsoist v4+w € (A)k. Analog sieht man o - u € (A)g firallea € K,u € (A)g. O

Satz 2.10. Es sei V ein K-Vektorraum. Der Aufspann einer Teilmenge A C 'V ist der
kleinste sie enthaltende Untervektorraum, d.h. es gilt:

a) Es ist (A)x CV ein Untervektorraum, der A enthiilt.

b) Jeder andere solche Untervektorraum enthdilt (A)k.

Beweis. Ist U C V ein beliebiger Untervektorraum mit A C U, dann folgt aus der
Abgeschlossenheit von Unterrdumen unter der Addition und Skalarmultiplikation,

dass
n

Y aw; € U firalle 0, €K, uicA C U

i=1
gilt. Also ist (A)x C U per Definition des Aufspanns. Umgekehrt ist (A)x nach
dem vorigen Lemma selber bereits ein A enthaltender Unterraum. a

Bemerkung 2.11. Um die Aussage des obigen Satzes anschaulich zu machen, nennt
man den Aufspann einer Teilmenge A C V auch die lineare Hiille von A.

3 Erzeuger und lineare Unabhingigkeit

Wir wollen uns nun iiberlegen, wie man die Elemente eines Vektorraumes konkret
angeben kann. Wir beginnen dazu mit einem Erzeugendensystem:

Definition 3.1. Ein Vektorraum V iiber dem Korper K heilt endlich erzeugt, wenn
er von endlich vielen Vektoren aufgespannt werden kann, d.h. wenn es ein n € N
und vy,...,v, € V gibt mit

V= (i,...,vn)k.
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Wir nennen dann das Tupel (vi,...,v,) ein Erzeugendensystem von V iiber K. Man
beachte, dass wir hier ein Tupel betrachten, keine Menge: Die Indices i = 1,...,n
sind fiir das Hinschreiben von Vektoren als Linearkombinationen

Q;v; mitag,...,0, €K

[
™=

i=1

niitzlich. Allgemeiner nennen wir fiir eine beliebige Indexmenge [ ein Tupel (v;);es
von Vektoren v; € V ein Erzeugendensystem von V iiber K, wenn gilt:

V = (vi|ielk.

Dabei muf} die Menge I nicht endlich sein, z.B. hat jeder Vektorraum trivialerweise
ein Erzeugendensystem, das aus allen Vektoren in V besteht. Aber in der Praxis
wollen wir natiirlich moglichst kleine Erzeugendensysteme benutzen.

Beispiel 3.2. Fiir den Standard-Vektorraum V = K? ist

vegen V= ((0)- () = €G)- ()
(i) = x'((l))er.(?) = (x—y)-(é) +y~(}) fiir alle x,y € K.

Wir haben somit zwei Erzeugendensysteme von V gefunden. Fiir K = R fiihrt die
Beschreibung von Vektoren mithilfe dieser Erzeugendensysteme auf die folgenden
beiden Koordinatensysteme in der reellen Ebene:

) o
%) S

Allgemein gilt: Fiir jeden Korper K und 7 € N ist der Standard-Vektorraum V = K"
endlich erzeugt iiber K, mit einem Erzeugendensystem (ey,...,e,) bestehend aus
den sog. Standard-Basisvektoren

0

0
ei = | 1| < i-te Stelle (1<i<n)
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Beispiel 3.3. Der K-Vektorraum V = K[¢] ist nicht endlich erzeugt.

Beweis. Wire V = K[r] endlich erzeugt iiber K, so giibe es Polynome py,...,p, €V
mit der Eigenschaft

V = <p17""pn>[('

Nach Definition des Aufspanns kénnten wir dann jedes Polynom g € V = K[|
schreiben als ¢ = o1 p1 +--- + 0, p, mit ay, ..., ¢, € K. Der Grad jedes Polynoms
wiirde dann

deg(q) < d := max{deg(p;)|i=1,...,n}

erfiillen, was z.B. fiir das Polynom ¢ := t*! einen Widerspruch liefert. a

Wir interessieren uns im Folgenden vor allem fiir endlich erzeugte Vektorrdaume
und mochten diese moglichst effizient beschreiben: Wie kann man ein moglichst
kleines Erzeugendensystem finden? Wenn wir dazu mit einem beliebigen endlichen
Erzeugendensystem beginnen und versuchen, daraus Vektoren zu entfernen, stellt
sich die Frage: Wann kann man aus einem gegebenen System von Vektoren einen
Vektor weglassen, ohne dabei den Aufspann des Systems zu verdndern? Im Satz[3.§]
werden wir sehen, dass dies eng mit dem folgenden Begriff zusammenhéngt:

Definition 3.4. Es sei V ein Vektorraum iiber K. Vektoren vy,...,v, € V heiflen

a) linear abhdngig tiber K, wenn es Q,..., 0, € K gibt, die nicht alle Null sind,
sodass gilt:
vy +---+ayv, = 0.

b) linear unabhdingig tiber K, wenn sie nicht linear abhingig sind, d.h. wenn die
folgende Implikation gilt:

(a1v1+~~~+(xnvn:0 mit oq,...,aneK> == o =--=0,=0.

Beispiel 3.5. Es gilt:
a) Das aus einem einzigen Vektor v € V bestehende System ist linear unabhéngig
genau dann, wenn v # 0 ist: Denn genau dann folgt aus o - v = 0 bereits oc = 0.

b) Jedes System von Vektoren v, ...,v, € V mit v;, = 0 fiir ein iy ist linear abhin-
gig, denn

. . 1 fiiri = i,
Zoc,-v,- =0 mit o = N
= 0 fiiri # ip.

¢) Analog sieht man, dass auch jedes System von Vektoren vi,...,v, € V, das
einen Vektor mehrfach enthilt, linear abhéingig sein muB: Denn ist v;, = v, fiir
zwei Indizes ig # jo, so folgt

" +1  fiiri =i,
Z ov, =0 mit o = —1 firi= Jo,
i=1 0  sonst.
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d) In V = K" bilden die Standard-Basisvektoren ein linear unabhingiges System,
denn eine Linearkombination

o
arer+---+ ey = .
Oy

ist der Nullvektor genau dann, wenn alle Eintrdge des Vektors auf der rechten
Seite verschwinden, also genau fiir oy = --- =, = 0.

e) In V = K? sind die drei Vektoren

w= () = () =),

linear abhéngig, denn
1 1 1 1-2+41 0
Vo= vty = (o) -2 (1)+(2) - (0—2+2> - (0)'

Der obige Begriff der linearen Unabhiéngigkeit lédsst sich wie folgt auf Familien
von unendlich vielen Vektoren ausdehnen:

Definition 3.6. Eine Familie (v;);c; von Vektoren v; € V heifit linear unabhiingig,
wenn jede endliche Teilfamilie linear unabhingig ist, d.h. wenn fiir jede endliche
Teilmenge Iy C I gilt:

(ZC(,‘V,‘ZO mit OC,'GK) = Vi€ ly: o = 0.

i€ly

Beispiel 3.7. In V = K[t] ist die Familie der Monome v; = ¢’ linear unabhingig,
denn ein Polynom ist das Nullpolynom genau dann, wenn alle seine Koeffizienten
verschwinden:

n
Yo' =0inK[f] << am=--=0,=0.
i=0
Satz 3.8. Fiir Familien (v;)ic; von Vektoren in einem K-Vektorraum 'V sind folgende
Aussagen zueinander dquivalent:
a) Es ist (v;)ies linear unabhdingig iiber K.
b) Es st vi, & (vi | i € I\ {io} )« fiir alle iy € I.
c)Esist (vi|ieI\{io})x # (vi|i€I)k fiiralleip € I.

d) Linearkombinationen sind eindeutig, d.h. fiir jede endliche Teilmenge Iy C I
gilt:

<ZO£,'V,': Zﬁivi mit Oti,ﬁi €K> — Viel: (X,':ﬁi

i€ly i€ly
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Beweis. Wir zeigen ~a — b — ~¢ — ~d = —a:

Wenn «) nicht gilt, dann gibt es per Definition eine endliche Teilmenge Iy C I
und ¢; € K mit

Z ov; = 0 und oy #0 fiirein ig € Iy.
i€l

Dann ist
Vip = — Z %'Vi€<vi|i€[\{io}>,(
icl\{io} "
und somit gilt b) nicht. Angenommen, es gelte nun ) nicht. Dann gibt es ein iy € 1
mit der Eigenschaft
vi, € H := (viliel\{i})k-

Da jede Teilmenge eines Vektorraumes in ihrem Aufspann enthalten ist, gilt aber
auch v; € H fiir alle i € I'\ {ip}. Somit folgt v; € H fiir ausnahmslos alle i € /. Dann

ist aber
(vilielx C H.

Die umgekehrte Inklusion ist trivial per Definition von H als Aufspann der v;, also
folgt (v; | i € I) = H und damit gilt ¢) nicht. Angenommen, es gelte nun ¢) nicht, sei
also
(vilieI\{io})x = (vili € )k
fiir ein ip € 1. Dann ist insbesondere v;, € (v; | i € I'\ {ip}). Also existieren o; € K
mit
Vip = Z a;v; fiir eine endliche Teilmenge Iy C I mit iy € I.
iel\{ip}

Andererseits gilt

. 1 fiiri =i,
Vip = Zﬁivi mit f; = {

i€l 0 sonst.

Somit gilt d) nicht, denn f;, = 1 # 0 = ;. Angenommen, es gelte nun d) nicht, es
sei also

Y awi =) Bvi

i€l icly

fiir eine endliche Teilmenge Iy C I und oy, B; € K, wobei o, # B,-O fiir mindestens
ein iy € Ip gelte. Dann folgt

Z’)/,'V,' =0 mit % =08

i€l

Dabei ist ¥;, # 0 und somit ist (v;)ies linear abhéngig. Also gilt a) nicht. O
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4 Basen von Vektorriumen

Erzeugendensysteme eines Vektorraumes enthalten geniigend viele Vektoren, um
den ganzen Vektorraum aufzuspannen. Linear unabhingige Familien enthalten nur
so wenigen Vektoren, dass man keinen davon weglassen kann, ohne ihren Aufspann
zu verkleinern. Jetzt soll es um die goldene Mitte zwischen beidem gehen:

Definition 4.1. Eine Basis eines Vektorraums V iiber K ist ein linear unabhingiges
Erzeugendensystem des Vektorraums.

Beispiel 4.2. Im R-Vektorraum V = R? betrachte man

w= (D) = (D) w=()

a) (vp) ist linear unabhingig, aber kein Erzeugendensystem von V iiber R:

e = {({) 1ver} £ V.

b) (vi,v2,v3) ist ein Erzeugendensystem von V, aber nicht R-linear unabhingig:

oz = (0)+()-2() = ()

¢) (vi,vy) ist eine Basis des R-Vektorraumes V = R2. Das ist anschaulich Klar,
wenn man ein um 45° gedrehtes Koordinatensystem in der Ebene betrachtet:

20, =000,

Uy v,

In der Tat ist hier fiir beliebige x,y € R die Gleichung
X\ 7 o 1 -1y _ [
(y) = Oavit vy = al(l>+a2( 1) o (a1+0!2)

fiir eindeutige Koeffizienten ¢, i € R erfiillt, ndimlich genau fiir

o = (y+x)/2,
o = (y—x)/2

Also ist (v1,v,) eine Basis von R? nach dem folgendem Lemma:
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Lemma 4.3. Sei V ein Vektorraum iiber K. Fiir vy,...,v, € V sind dquivalent:

a) (vi,...,vy) ist eine Basis von'V iiber K.

b) Fiir jedes v € V gibt es eindeutige 0, ...,04, € K mitv = 0qvi + -+ 0, vy.
Beweis. Die Existenz von ¢; wie in b) besagt per Definition, dass vy,...,v, ein
Erzeugendensystem bilden. Die Eindeutigkeit der ¢ ist nach Satz [3.§] dquivalent
dazu, dass vy,...,v, linear unabhingig sind. O

Teil b) des Lemmas erklirt, dass man die Wahl einer Basis auffassen kann als
Wahl eines linearen Koordinatensystems auf dem Vektorraum. Das Paradebeispiel
hierfiir ist V = K" mit der Standardbasis:

Beispiel 4.4. Im Vektorraum V = K" bilden die Standard-Basisvektoren ey, ..., e,

mit
0

e, = | 1| < i-teStelle
0
eine Basis, diese wird als die Standard-Basis von K" bezeichnet. Die Eigenschaft b)

im vorigen Lemma besagt hier einfach, dass jeder Vektor aus K" eine Darstellung
als Linearkombination

o
= e+ -+ ey
o,
der Standard-Basisvektoren mit eindeutigen Koeffizienten «, ..., a, € K besitzt.

Beispiel 4.5. Sei V = (v,v,v3)r C R3 der von

ORI CIERO

aufgespannte Untervektorraum. Dann gilt:

a) (v) ist linear unabhingig, aber kein Erzeugendensystem fiir V:
X
wiw = {(x) 1xeR} £V
X

b) (v1,v2,v3) ist ein Erzeugendensystem fiir V, aber nicht linear unabhéngig:

et~ (e (20)- ()



4 Basen von Vektorrdumen 45

¢) (v1,v2) ist eine Basis fiir V nach dem obigen Lemmal4.3}

¢ Wir bemerken zunichst, dass
X 3
Vi, ,v3 € W = {()Z’)ER |z:x}

ist. Fiir den Aufspann dieser drei Vektoren folgt V = (vi,v,v3) CW.
* Andererseits hat jeder Vektor aus W die Gestalt

X
wz(y)EW
X

mit x,y € K, und eine kurze Rechnung zeigt, dass fiir jeden solchen Vektor
die Gleichung
w = 0v]+ 0pVva

durch eindeutige ¢, o € K gelost wird. Explizit ist die eindeutige Losung

gegeben durch
o = x;y und op = x;y'

* Nach dem Lemma[d.3]bilden somit die zwei Vektoren vy, v, eine Basis von
W und wegen vy,v, € V. C W folgt dann zugleich

V=W

Somit bilden vy, v, auch eine Basis des Vektorraumes V' wie behauptet. Es
handelt sich hierbei um eine Ebene:

U,

\ = <uﬁ‘uil\73\>

Als nichstes wollen wir sehen, dass jeder Vektorraum eine Basis hat und wie man
eine solche finden kann. Hierzu gibt es zwei Ansétze:

a) top-down: Verkleinere ein gegebenes Erzeugendensystem.

b) bottom-up: VergroBere ein gegebenes linear unabhiingiges System.

Im Folgenden fixieren wir einen K-Vektorraum V # {0} und beziehen Begriffe wie
Basis, Erzeugendensystem usw. stets auf diesen Vektorraum iiber K.
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Satz 4.6. Fiir Familien B = (v;);c; von Vektoren in'V sind dquivalent:
a) B ist eine Basis.
b) B ist ein minimales Erzeugendensystem, d.h.

— B ist ein Erzeugendensystem, aber

— fiir kein ig € 1 ist (vi)iep\ (i} ein solches.
¢) B ist ein maximales linear unabhdngiges System, d.h.

— B ist ein linear unabhdngiges System, aber
— wenn man zu B einen beliebigen weiteren Vektor v € V hinzufiigt, wird das
so erhaltene System linear abhdngig.

Beweis. Wir zeigena = b = c = a.

Zu a = b: Sei B = (v;);e eine Basis. Nach unserer Definition einer Basis ist
dann B insbesondere ein Erzeugendensystem. Wire B als Erzeugendensystem nicht
minimal, dann gibe es ein ip € [ mit

(viliel\{io}) =V = (vi|iel).

Dann wiire B = (v;);c; nach Satzlinear abhingig im Widerspruch zur Annahme.

Zu b = c: Sei B = (v;);e; ein minimales Erzeugendensystem. Wire nun B linear
abhingig, so gibe es nach Satz[3.8]ein iy € I mit

(vilieI\{io}) = (vi|iel)

im Widerspruch dazu, dass B ein minimales Erzeugendensystem ist. Also ist B ein
linear unabhéngiges System. Nehmen wir einen beliebigen Vektor v € V und einen
Index io ¢ I hinzu, so wird

(vi)ier mit 1" = TU{io}, viy = v

linear abhingig nach Satz 3.8} Denn
(viliel'\{io}) = (viliel) =V = (vi|iel').

Zu ¢ = a: Sei B = (v;);c; maximal linear unabhingig. Nach Annahme ist B linear
unabhiingig. Wire das System von Vektoren B kein Erzeugendensystem, so gibe es
einveVmitv ¢ (v;|i €I). Da B maximal linear unabhingig ist, miiite aus B durch
Hinzufiigen von v ein linear abhéngiges System werden, somit gibe es o, @; € K,
nicht alle Null, mit

oy + Z ov; = 0.
il
Wegen v ¢ (v; | i € I) wire o = 0. Aber dann wire das System B linear abhingig im
Widerspruch zur Annahme. a
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Korollar 4.7. Ein K-Vektorraum V ist endlich erzeugt genau dann, wenn er eine
endliche Basis besitzt. In diesem Fall konnen wir aus jedem Erzeugendensystem
durch Weglassen von Vektoren eine Basis auswdhlen.

Beweis. Jeder Vektorraum mit einer endlichen Basis ist insbesondere auch endlich
erzeugt. Sei umgekehrt V endlich erzeugt. Ist ein Erzeugendensystem nicht minimal,
so enthélt es ein kleineres ES. Somit enthilt jedes endliche ES ein minimales ES,
und nach Satz[4.6]ist dies eine Basis. a

Insbesondere hat jeder endlich erzeugte Vektorraum eine Basis! Unter Benutzung
des Auswahlaxioms aus der Mengenlehre kann man dasselbe sogar fiir nicht endlich
erzeugte Vektorraume beweisen. Zur Erinnerung:

* Sei . C P(M) eine Menge von Teilmengen einer Menge M.

e Wir nennen . eine Kette, wenn sie beziiglich Inklusion total geordnet ist, wenn
also fiir alle A, B € .7 gilt:

ACB oder BCA.

* Ein Element A € . heilit maximal, wenn es in . kein groBeres Element gibt,
d.h. wenn fiir alle B € .7 gilt:

ACB = B=A.
Die folgende Abbildung illustriert eine Kette, die abzihlbare Kollektion der roten

ineinander verschachtelten Mengen. Die blau angedeutete Vereinigungsmenge muf}
selber nicht Teil der Kette sein:

Wir zitieren hier ohne Beweis die folgende Konsequenz aus dem Auswahlaxiom:

Zorn’s Lemma. Sei M eine Menge, und sei . C &2 (M) eine nichtleere Menge
von Teilmengen von M mit der Eigenschaft, dass fiir jede Kette ¥ C . auch ihre
Vereinigungsmenge in . liegt:

Uaes
Aex

Dann besitzt . ein maximales Element.
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Bei der Anwendung von Zorn’s Lemma in der obigen Form hilft oft die folgende
einfache Beobachtung:

Lemma 4.8. Sei #° C &2(M) eine Kette. Zu je endlich vielen Ay, ..., A, € K gibt
eseinip € {1,...,n} mit

A; C A, fiiralle i€{l,...,n}.

Beweis. Wir nutzen vollstindige Induktion tiber n. Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen.
Sei also jo € {I,...,n—1} gegeben mit A; C A;, firalle je{l,....n—1}.
Dann folgt die gewiinschte Aussage mit

. jo fﬁl‘An QAJ'O,
1 =
7 \n firA;, CA, 0

Satz 4.9. Jeder Vektorraum 'V besitzt eine Basis.
Beweis. Wir wenden das Zorn’sche Lemma an auf M =V und
# = {A CV | die Familie (v),e4 ist linear unabhingig }.

Wenn die Voraussetzung des Zorn’schen Lemmas erfiillt ist, dann besitzt . ein
beziiglich Inklusion maximales Element. Da maximale linear unabhingige Systeme
in V genau die Basen des Vektorraumes V sind, sind wir dann fertig.

Sei also #° C . eine Kette. Zu zeigen ist, dass dann auch B := J4c » A in ¥
liegt, dass also die Elemente von B ein linear unabhéngiges System von Vektoren
bilden. Seien dazu endlich viele Vektoren vy,...,v, € B beliebig vorgegeben. Per
Definition von B existiert in der gegebenen Kette zu jedemi € {1,...,n}einA; € #°
mit v; € A;. Nach Lemma [4.8] iiber endliche Teilmengen von Ketten gibt es dann
sogar einen Index iy mit A; C A;; fiir alle i. Dann liegen die Vektoren vy, ..., v, also

alle in A;,. Wegen A;, € . sind sie somit linear unabhiingig. ad

5 Dimension von Vektorriumen

Die Interpretation von Basen als lineare Koordinatensysteme zeigt, dass diese nicht
eindeutig sind. Das ist sehr niitzlich, weil wir spéter zu jedem Problem die passende
Basis wihlen konnen! Intuitiv scheint aber klar, dass die Anzahl der Koordinaten
nicht von der gewihlten Basis abhiingt: Wir beschreiben

¢ Punkte auf der Geraden V = R durch eine reelle Zahl,

* Punkte in der Ebene V = R2 durch zwei reelle Zahlen,

 Punkte im Raum V = R3 durch drei reelle Zahlen, etc.
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Tatsédchlich werden wir sehen, dass alle Basen eines gegebenen Vektorraum gleich
viele Elemente haben. Das ist durchaus nicht offensichtlich — um zu sehen, dass es
hier etwas zu beweisen gilt, betrachten wir ein Analogon aus der Mengenlehre:

Beispiel 5.1. Es gibt bijektive Abbildungen f : N — N x N von Mengen, auch
wenn die rechte Seite groBer als die linke aussieht. Cantors Diagonal-Abzédhlung ist
ein Beispiel:

B
NN
B E O

Durch Tricksen mit Dezimalentwicklungen reeller Zahlen kann man in &hnlicher
Weise auch Bijektionen f: R — R? konstruieren (Ubungsaufgabe).

In der linearen Algebra begegnet uns so etwas nicht! Um zu zeigen, dass alle
Basen eines Vektorraum gleich viele Vektoren enthalten, schauen wir zuerst, wie
man ein linear unabhéngiges System zu einer Basis ergiinzen kann.

Beispiel 5.2. InV = R2 sei ein Vektor u = o e + e gegeben. Dann gilt:
a) Fiir o # 0 ist (u,e) eine Basis.
b) Fiir ot # 0 ist (u,e;) eine Basis.
Allgemein gilt:
Satz 5.3 (Basiserginzungssatz). Sei V ein K-Vektorraum, und es seien
* ein linear unabhdingiges System (u;)icy
* und ein Erzeugendensystem (v;) jc; gegeben.
Dann gibt es eine Teilmenge Jy C J mit der Eigenschaft, dass das System
u fir k=iel

B = (Wi)kerug, mit wy =
v; fiir k=jelJ

eine Basis des K-Vektorraumes 'V bildet.

Beweis. Sei Jy C J eine beziiglich Inklusion maximal gewihlte Teilmenge mit der
Eigenschaft, dass

) u; fir k=iel
B = (Wk)ie[u]o mit wy =
v; fir k=jeJy
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ein linear unabhingiges System ist. Dass es so eine Teilmenge gibt, ist fiir endliche
Indexmengen J klar. Fiir unendliche J folgt es aus Zorn’s Lemma.

Wegen der Maximalitit ist fiir jeden Index j € J\ Jy das System, das aus B durch
Hinzufiigen von v; entsteht, linear abhiingig. Es gibt also Koeffizienten o, ; € K,
nicht alle Null, mit

a-v;+ Z o;-w; = 0.
i€l
Genauer gilt « # 0, denn die w; mit i € /L1 Jy bilden per Konstruktion ein linear
unabhingiges System. Somit folgt

(X‘
vi=— Y —-w € (wl|i€lul) = (B).
i€lldy

Esistalsov; € (B) furalle j € J\ Jy. Fiir j € Jy gilt per Definition sogar v; € B C (B),
insgesamt also
v;€(B) firallejeJ.

Mit (v;) jes ist dann auch B ein Erzeugendensystem, und dieses ist per Konstruktion
linear unabhéngig. a

Der obige Satz wird es uns erlauben, einige Vektoren aus einer Basis durch solche
aus einem anderen linear unabhéngigen System auszutauschen. Ein Beispiel:

Beispiel 5.4. In V = R? betrachte man die Standardbasis (e1,e5,e3) und das linear
unabhingige System (u;,uy) mit

Ein Austausch der ersten zwei Vektoren in der Standardbasis liefert B = (u1,uz,e3),
dies ist keine Basis. Fiir die umnumerierte Basis (e2,e3,e;) fiihrt ein Austausch der
ersten beiden Vektoren jedoch zu der Basis

B = (ul,uz,el).
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Satz 5.5 (Basisaustauschsatz). Sei V ein K-Vektorraum und
* B= (vi,...,vy) eine endliche Basis,
e C=(uy,...,uy) ein linear unabhiingiges System.

Dann ist m < n, und nach eventuellem Umnumerieren der Vektoren in B ist das
durch Austausch der ersten m Vektoren erhaltene System

B = (u1,...,UmyVm+1,..-,vn) eine Basis vonV iiber K.

Beweis. Nach dem Basiserginzungssatz kénnen wir (u,...,u,,) erginzen zu einer
Basis

(ul, ceey Umy Vi Vigy oeey ijo)

fiir ein ko > 0 und geeignete Indices jo € {1,...,n}. Wenn wir wiiiten, dass je
zwei Basen eines Vektorraums gleich viele Elemente haben, wire m + kg = n. Nach
Umnumerieren konnen wir dann j, = m+ « fir = 1,2,...,n—m annehmen und
wiren fertig. Aber wir wissen noch nicht, dass je zwei Basen gleich viele Elemente
haben! Wir argumentieren daher anders und lassen sukzessive Vektoren u; weg:

Das System (up,...,um—1,Vj,--- 7ij0) ist noch immer linear unabhingig, aber

bildet keine Basis mehr. Nach dem Basisergidnzungssatz konnen wir es ergidnzen zu
einer Basis

(Ui, ooy U1, Vi, oo, Viigs Vikgs1s Vi)
mit k| > ko und weiteren jg € {1,...,n}. Induktiv fortfahrend, erhalten wir im r-ten
Schritt eine Basis
(U1, ooy Uinery, Vi -es Vi Vik,_ o1 Vi)
mit k, > k,_; und weiteren jo € {1,...,n}. Nach m Schritten sind alle u; ersetzt und

wir erhalten eine neue Basis
(vjl 700V )v

die ausschlieBlich Vektoren aus B enthélt. Da B ein minimales Erzeugendensystem
ist, mufl diese neue Basis bis auf Umordnen mit der Basis B iibereinstimmen, fiir
die Mengen der Indices gilt also:

ViV, b = vty vad

Es folgt n = k,,, da die Vektoren jeder Basis wegen der linearen Unabhingigkeit
paarweise verschieden sind. Aber k,, > m, da wir ab dem ersten Schritt bei jeder
Anwendung des Basisergéinzungssatzes mindestens einen Vektor ergénzt haben und
somit k,;, > kjy—1 > -+ > ki > 0 ist. Insgesamt haben wir damit n > m gezeigt fiir

* jede Basis B= (vi,...,v,),

* jedes linear unabhingige System C = (uy,...,up).
Wenn C auch eine Basis ist, folgt per Symmetrie n = m. Also bestehen je zwei Basen
des Vektorraumes V aus gleich vielen Vektoren und wir sind fertig. a
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Wir halten die wichtigste Einsicht aus dem soeben gegebenen Beweis an dieser
Stelle nochmals explizit fest:

Korollar 5.6. Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum. Dann bestehen je zwei
Basen von'V aus gleich vielen Vektoren. a

Definition 5.7. Die Dimension eines Vektorraumes V iiber K ist definiert als

n falls V eine Basis der Linge n € Ny hat,

dimg (V) = {

oo falls V nicht endlich erzeugt ist.

Wenn K aus dem Kontext klar ist, schreiben wir auch kurz dim(V) statt dimg (V).

Bemerkung 5.8. Mit etwas mehr Mengenlehre kann man zeigen, dass auch fiir
nicht endlich erzeugte Vektorrdume V gilt: Fir je zwei Basen (u;)ic; und (vj)jes
von V existiert eine Bijektion

o: I —J

Wir werden diese prézisere Aussage in dieser Vorlesung nicht bendtigen, fiir uns
geniigt es, im nicht endlich erzeugten Fall dimg (V') = o zu schreiben.
Beispiel 5.9. Es gilt:

a) dimg (V) = 0 genau dann, wenn V = {0} ist.

b) Fiir V = K" zeigt die Standardbasis, dass dimg (V) = n ist.

¢) Die Dimension eines Vektorraumes hingt davon ab, iiber welchem Korper wir
arbeiten: Z.B. ist V = C ein komplexer Vektorraum der Dimension dim¢ (V) =
1, aber ein reeller Vektorraum der Dimension dimg (V) = 2.

d) Die Untervektorrdume V C R* mit dimg (V) = 1 sind genau die Geraden durch
den Ursprung, d.h. die linearen Hiillen von je einem Vektor v € R3\ {0}.

e) Die Untervektorraume V C R3 mit dimg (V) = 2 sind genau die Ebenen durch
den Ursprung, d.h. die linearen Hiillen von zwei linear unabhiingigen Vektoren.
Auch mehr als zwei Vektoren konnen natiirlich eine Ebene aufspannen: Fiir die

Vektoren . | |
n=(1)= ()= (o)

ist V.= (v1,v2,13)r = (v1,v2)r C R? ein Untervektorraum mit dimg (V) = 2.

Lemma 5.10. Fiir K-Vektorrdume V sind dquivalent:
a) dimg (V) = o
b) Fiir jedes n € N gibt es in V ein linear unabhdngiges System aus n Vektoren.

c) Es gibt eine Folge von vi,v,,--- € V, sodass (v, )nen linear unabhdingig ist.
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Beweis. Im Fall a) gibt es in V keine endlichen maximalen linear unabhingigen
Systeme. Man kann also induktiv v; € V finden, sodass (vy,...,v,) fir jedes n € N
ein linear unabhingiges System bildet. Per Definition der linearen Unabhéngigkeit
fiir unendliche Systeme von Vektoren gilt dann c). Aus ¢) folgt trivialerweise b),
und aus b) folgt a): Denn nach dem Basisaustauschsatz kann man jedes der linear
unabhiingigen Systeme aus b) ergiinzen zu einer Basis. Es existiert somit in V fiir
jedes n € N eine Basis, die mehr als n Vektoren enthilt. Nach Korollar[5.6/muf dann
dimg (V) = oo sein. O

Lemma 5.11. Sei V ein K-Vektorraum mit n = dimg (V) < oo, und sei B= (vi,...,vy)
eine Familie von genau n Vektoren darin. Dann sind dquivalent:

a) B ist eine Basis.
b) B ist linear unabhdingig.
c) B ist ein Erzeugendensystem von'V.

Beweis. Aus a) folgt b) und c) per Definition einer Basis. Aus b) erhilt man a),
indem man m =nim Basisaustauschsatzwéihlt. Auch aus ¢) folgt a), denn jedes
Erzeugendensystem ldsst sich zu einer Basis verkleinern und jede Basis besteht nach
Korollar [5.6]aus genau n Vektoren. a

Beispiel 5.12. Um zu sehen, ob in V = K" ein System von n gegebenen Vektoren
eine Basis ist, miissen wir nur lineare Unabhingigkeit priifen. In V = R? betrachte

man z.B.
(1) (1) ()
vi = (1 vy = 1 vz = [ -1]).
1 b L), Vs |

Um die lineare Unabhingigkeit von vy,v,,v3 nachzuweisen, miissen wir zeigen,
dass die Gleichung
v+ vy +ogvy = 0

keine Losung (o, 0, a3) # (0,0,0) hat. Diese Gleichung ist ein homogenes LGS:

o — 0 =0
ag+ap—oa3 =0
o+oam+oz =0

Dieses besitzt als einzige Losung (o, 0, 03) = (0,0,0). Somit sind vq,vy, v3 linear
unabhiingig. Nach Lemma bilden sie dann eine Basis: Wir bekommen gratis
dazu, dass das inhomogene LGS

o — 0 = (]
o +0)—03 = ¢
ar+om+o3 = c3

fiir alle ¢; € R eine eindeutige Losung (o, 0p, 03) € R3 besitzt!
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Ein Dimensionsargument kann uns also beim Nachweis der Basiseigenschaft die
Hilfte der Arbeit sparen. Zum Schluf} dieses Abschnitts wollen wir noch folgende
niitzliche Abschitzung fiir Untervektorraume festhalte:

Lemma 5.13. Ist V ein endlich erzeugter K-Vektorraum, dann gilt dasselbe auch fiir
Jjeden Untervektorraum W C V. Fiir die Dimension gilt dabei dim(W) < dim(V),
und Gleichheit gilt genau dann, wenn W =V ist.

Beweis. Jede linear unabhingige Familie in W ist auch eine solche in V und besteht
somit nach dem Basisaustauschsatz aus hochstens dim(V) Elementen. Also ist W
endlich erzeugt mit dim(W) < dim(V'). Im Fall von Gleichheit ist nach dem vorigen
Lemma[5.11]jede Basis von W bereits eine Basis von V. 0

Fiir Vektorrdaume unendlicher Dimension gilt die letzte Aussage nicht, selbst
wenn wir unseren mengentheoretisch naiven Begriff der Dimension o ersetzen
durch die Kardinalitiit einer Basis: Der K-Vektorraum V = K[x] hat eine Basis aus
den Monomen x" mit n € Ng. Die Menge aller Polynome mit konstantem Term Null
ist ein Untervektorraum U C V mit einer Basis aus den Monomen x" mit n € N;
beide Basen sind abzihlbar unendlich, aber U # V.

6 Direkte Summen

Bei der Diskussion linearer Unabhingigkeit haben wir den Aufspann von Familien
von Vektoren betrachtet. Dasselbe geht fiir Familien von Untervektorrdaumen:

Definition 6.1. Sei V ein Vektorraum iiber K. Fiir Unterrdume Uj,...,U, CV ist
ihre Summe in V definiert durch

U +--+U, = <U]U"'UUr>K-

Aus der Definition als Aufspann ist klar, dass die Summe von Untervektorraumen
wieder ein Untervektorraum ist. Da die U; C V Untervektorrdume sind, folgt aus der
Definition zudem

U+-+U = {u+-~+u |u €U firalle i }.
Die Darstellung von Vektoren als Summe u; + - - - + 1, muf nicht eindeutig sein:
Beispiel 6.2. In V = R3 betrachte man die Untervektorriume

U = {(x,y2) eR’|x=0},
U = {(x,y,2) eR¥|z=0}.

InU, + U, = R3 ist
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Umstellen dieser Gleichung zeigt

(- = ()-() <

die Mehrdeutigkeit der Zerlegung hat also damit zu tun, dass U; NU, # {0} ist:

[UL,,(\ Uq

o W GV

Tatséchlich sind in jedem Vektorraum V fiir je zwei Untervektorrdume U, U, CV
folgende Eigenschaften zueinander dquivalent:

a) EsistUyNU, ={0}.

b) Aus u; +uy =0 mit u; € U; folgt u; = up =0.

¢) Jedes u € U; + U, hat eine eindeutige Zerlegung u = u; + up mit u; € U;.
Um Arbeit zu sparen, wollen wir die analoge Aussage direkt fiir die Summe von
beliebig vielen Untervektorrdumen Uy, ...,U, C V zeigen. Die Verallgemeinerung
der Bedingung a) auf r > 2 Summanden erfordert allerdings etwas Vorsicht: Hier

geniigt es nicht, lediglich U;NU; = {0} fiir alle i # j zu fordern! In V = R? betrachte
man z.B.

Ui = (e1)r,

U, = (e2)r,

Us = <€1 +€2>R.
Dann ist U;NU; = {0} fiir alle i # j, aber Vektoren aus U; + U, + U3 lassen sich
auf mehr als eine Weise in eine Summe von Vektoren aus den drei Unterrdumen

zerlegen:
0+0+(e1+ex) = e +e2+0.

Die richtige Verallgemeinerung sieht so aus:



56 II Vektorrdume

Lemma 6.3. Fiir Untervektorrdume Uy, ..., U, CV sind dquivalent:
a) UyN (Ui + -+ U1 +Upy1 +--- +U;) = {0} fiir alle i.
b) Aus uy + - - - + u, = 0 mit Vektoren u; € U; folgt uy = --- =u, =0.

c) Jedes u € Uy + --- 4+ U, hat eine eindeutige Zerlegung u = uy + - -+ + u, mit
u; € U,
Beweis. Wir zeigen ¢) = b) = a) = ¢).
Aus c) folgt sofort b). Um von Eigenschaft b) auf a) zu schliefen, seien v; € Uj;
gegeben mit
Vip = Vit Vig—1 FVigp1 + v € Uy N(UL + -+ Uig—1 +Ujgs1---+ Uy)

fiir ein iy. Dann folgt

 firidti
up+-+u =0 mit u; = i T_lrl.#llo’
—v;, firi=i.

Wenn b) gilt, so folgt hieraus u; = 0 fiir alle { und somit folgt a).

Zu zeigen bleibt noch, dass aus @) auch c) folgt. Die Existenz einer Darstellung
wie in c¢) folgt aus der Definition der Summe von Untervektorrdumen, es geht also
nur um die Eindeutigkeit. Dazu seien v;,w; € Uy mit vi 4+ ---+v, = wi+---+w,
gegeben. Dann folgt u; + - - - +u, = 0 fiir ; = v; — w;. Somit ist

wp=—uy— =iy — U1 — - — U EUN (U1 + -+ Uimg + U1 + -+ Uy)
und nach der Voraussetzung a) folgt hieraus u; = 0, also v; = w;. O

Definition 6.4. Wenn die dquivalenten Bedingungen aus dem Lemma gelten,
bezeichnen wir die Summe U = U + - - + U, als direkt und schreiben in diesem
Fall auch

,
U=Uo-aU =PU.
i=1

Diese Definition verallgemeinert den Begriff der linearen Unabhingigkeit:
Lemma 6.5. Fiir U; = (u;) CV mit u; € V\ {0} sind dquivalent:
a) Die Summe Uy +---+ U, CV ist direkt.

b) Die Vektoren uy, ..., u, sind linear unabhdngig.

Beweis. Nach Lemma @]ist die Summe direkt genau dann, wenn fiir alle v; € Uj;
gilt:
vi+-4+v, =0 = vi=---=v,=0.

Mit U; = {ou; | o € K} wird diese Bedingung zu

oqu+---+ov, =0 = o =---=a=0.
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Das ist genau die Bedingung fiir lineare Unabhéngigkeit. a
Beispiel 6.6. In V = R3 betrachte man

Ui = {(xy2) €R’ [x=0},

U, = {(x,y,z) R’ | = 0}7

Us = (v)g fiireinv = (x,y,z) € R® mitx # 0.

Hier ist die Summe R3 = U, + Us direkt, aber die Summe R? = U; + U, nicht:

Satz 6.7. Sei V ein Vektorraum iiber K und U C 'V ein Untervektorraum. Dann gibt
es einen Untervektorraum U’ C V mit der Eigenschaft V. = U ® U’ und fiir jeden
solchen gilt

dimK(V) = dlmK(U) + dil’IlK(U/).
Beweis. Sei (u;)ic; eine Basis von U. Der Basiserginzungssatz besagt, dass wir
durch Hinzunahme von Vektoren eines Erzeugendensystems (v;);c; eine Basis
von V der Gestalt

w, furkel

w mit wy =
(Wi )ker, k {Vk firkeJyCJ

erhalten. Dann ist

V = (i |keIUJy) = (we |keD) @ (we | k€ o),

wobei die Direktheit der Summe aus Lemma [6.3] und der linearen Unabhingigkeit
von (Wi )keny, folgt. Wir konnen also U" = (wy | k € Jp) wihlen. O

Einen Untervektorraum U’ C V mit V = U @ U’ nennt man auch ein Komplement
von U in V. Man beachte, dass Komplemente nicht eindeutig sind: Beispielsweise
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ist fiir eine Ebene U C R3 jede nicht in U enthaltene Gerade U’ C R3 durch den
Ursprung ein Komplement:

Als Anwendung der Formel fiir die Dimension im obigen Satz erhalten wir folgende
sehr niitzliche Formel:

Korollar 6.8 (Dimensionsformel fiir Unterridume). Es sei V ein K-Vektorraum,
und Uy,Up CV seien zwei Untervektorrdume endlicher Dimension. Dann ist

dim[((Ul —|—U2) = dim]((U])—l—dim]((Uz) —dim[((U] ﬂUz).

Beweis. Sei U :=U; NU,, und sei W; ein Komplement von Uy N U, in U;. Dann gilt
also
U =UsdW; und Uy, = UdsW,

und somit insbesondere U; + U, = U + W) + W,. Wir zeigen nun, dass die Summe
auf der rechten Seite eine direkte Summe ist: Angenommen, es gilt u+w; +w, =0
fiir Vektoren u € U, w; € W,. Dann ist

wi = —(u+wy) € WiNU+W,).
Aber
Wlﬁ(U—‘rWz) = Wi nNU, wegen U, =U &W,
CwinUu NU, wegen W) C U,
= wWinNnu wegen U = U1 NU,
= {0} wegen Uy =U ©W;.

Also folgt w; = 0. Analog sieht man auch wy = 0 und damit # = 0. Wir haben damit
gezeigt:
U +U, =UsW, oWs.

Aus der Formel fiir die Dimension direkter Summen aus dem vorigen Satz erhalten
wir somit
dim(U; +U) = dim(U) +dim(W)) 4 dim(W,).
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Dieselbe Formel liefert

dim(W;) = dim(U;) —dim(U) wegen U; =U @W,.
Also folgt wie gewiinscht dim(U; + U,) = dim(U ) 4 dim(U, ) — dim(U). O

Korollar 6.9. Fiir Untervektorrdume Uy,U, CV sind dquivalent:
a) UyNU, ={0}.
b) dim(U; + U,) = dim(Uy ) 4 dim(U>).
¢) Die Summe Uy + U, CV ist direkt.

Beweis. Wir haben bereits gesehen, dass die Direktheit der Summe dquivalent ist
zu Uy NU, = {0}. Die Behauptung folgt somit aus der Dimensionsformel. a

Wir haben bisher nur die Summe von Untervektorrdumen in einem gegebenen
Vektorraum betrachtet. Die Direktheit der Summe war dabei eine Eigenschaft, die
erfiillt sein konnte oder auch nicht. Fir Familien von Vektorrdumen, die nicht als
Untervektorrdume eines festen Vektorraumes gegeben sind, ergibt es keinen Sinn,
von ihrer Summe zu sprechen. Man kann jedoch einen sie enthaltenden Vektorraum
formal wie folgt konstruieren, wobei die Direktheit der Summe in die Definition
eingebaut ist:

Definition 6.10. Gegeben seien Vektorrdume Uj,...,U, tiber K. Wir machen das
Produkt
V=Ux--xU

zu einem Vektorraum mit komponentenweiser Addition und Skalarmultiplikation,
d.h. wir setzen

(uiyeeyup)+(Viyeeoyve) = (U + V1. Uy +y) fiir u;,v; € U;
o (up,...,up) == (Quy,...,0u,) und @ € K.
Mittels der injektiven Abbildung
fir Uy—=>V=Ux--xU, uw— (0,...,0,u,0,...,0)
i-te Stelle

konnen wir U; mit einem Untervektorraum f(U;) C V identifizieren, und dabei ist
offenbar

V = fl(Ul)@"'@fr(Ur)'

In der Praxis unterdriickt man die injektiven Abbildungen f; in der Notation: Man
schreibt kurz
V=U®&-  aU,

und nennt diesen Vektorraum die externe (oder konstruierte) direkte Summe der U;.
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Beispiel 6.11. Die externe direkte Summe der Standardvektorraume K™ und K" ist
der Standardvektorraum K" 1" = K™ @ K" (fiir m,n € N):

:

> e,

R-R OR

Bemerkung 6.12. Man sollte die beiden Konzepte von direkten Summen sorgfiltig
voneinander unterscheiden:

a) Die Direktheit einer Summe von Untervektorrdaumen ist eine Eigenschafft,

b) Die externe direkte Summe von Vektorrdumen ist eine Konstruktion.
Leider wird fiir beides die Notation & verwendet. Dabei ist Vorsicht geboten: Da
jeder Untervektorraum insbesondere selber ein Vektorraum ist, kann man auch fiir
Untervektorraume Uy, U, C V stets ihre externe direkte Summe bilden, unabhéngig
davon, ob die im umbegenden Vektorraum V gebildete Summe U; + U, C V direkt
ist oder nicht. Genauer sind dquivalent:

a) Die in V gebildete Summe U; + U, von Untervektorrdaumen ist direkt.

b) Es ist dimg (U} + U,) = dimg (U; @ U,) fiir die externe direkte Summe U & Us.



Kapitel I1I
Lineare Abbildungen und Matrizen

Zusammenfassung Das Studium linearer Abbildungen zwischen Vektorrdumen ist
die zentrale Aufgabe der linearen Algebra und ihrer Anwendungen. Wir werden
in diesem Kapitel sehen, wie man lineare Abbildungen nach Wahl einer Basis im
Definitions- und Zielraum explizit durch Matrizen beschreiben kann, mit denen sich
wunderbar rechnen ldsst, und wie sich diese Matrizen bei einem Wechsel der Basen
dndern. Ganz nebenbei werden wir dabei die Struktur der Losungsmenge linearer
Gleichungssysteme verstehen und den Gauf3-Algorithmus in neuem Licht sehen.

1 Lineare Abbildungen

Eine lineare Abbildung von Vektorrdumen ist eine Abbildung, die kompatibel ist
mit der Addition und Skalarmultiplikation:

Definition 1.1. Wir sagen, eine Abbildung f : V — W zwischen Vektorrdumen iiber
einem Korper K sei K-linear oder ein Homomorphismus, wenn gilt:

a) flu+v)=f(u)+ f(v) firalleu,v €V,
b) f(a-v)=a- f(v) firallev € V und alle & € K.
Wir schreiben
Homg (V,W) = {f: V — W | f ist K-linear}.

Eine lineare Abbildung f: V — W heifit

a) Monomorphismus, falls sie injektiv ist. Notation: f: V — W.
b) Epimorphismus, falls sie surjektiv ist. Notation: f: V — W.
c) Isomorphismus, falls sie bijektiv ist. Notation: f: V — W.

61
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Beispiel 1.2. Fira € Rist f : R — R, f(x) = ax eine lineare Abbildung. Thr Graph
ist eine Gerade durch den Ursprung:

f(x) = ax

Man beachte, dass Abbildungen der Form g : R — R, x — ax+ b fiir b 7 0 nicht
linear im Sinn unserer Definition sind, z.B. ist

g(x1+x2) = a(xi+x2)+b # (ax;+b)+ (ax2+b) = g(x1)+g(x2) fiirb 0.

Umgangssprachlich werden solche Abbildungen zwar oft auch als linear bezeichnet,
der korrekte Begriff hierfiir lautet jedoch affin-lineare Abbildung.

Beispiel 1.3. Fiir (a1,a) € R*\ {(0,0)} ist f: R? — R, f(x) = aix| +asx; eine
lineare Abbildung. Ihr Graph ist eine Ebene durch den Ursprung:

Xy

Allgemein bezeichnen wir lineare Abbildungen f: V — K von einem K-Vektorraum
nach K auch als Linearformen auf diesem Vektorraum.

Beispiel 1.4. Lineare Abbildungen treten auch in der Analysis auf: Beispielsweise
sei V = C([0,1]) der reelle Vektorraum aller stetigen Funktionen g : [0, 1] — R mit
der punktweisen Addition und Skalarmultiplikation. Dann definiert das Integral eine
Linearform

1
V —-R, g~ / g(x)dx,
0
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denn es ist
1 1 1
/O(ngh)(x)dx = /0 g(x)dx+/0 h(x)dx,

1 1
/ (a-g)(X)dx = a- / 2(x)dx.
0 0
fiir alle Funktionen g,h € C([0,1]) und alle & € R.

Beispiel 1.5. Lineare Abbildungen kann man fiir die Beschreibung geometrischer
Transformationen benutzen:

f : ’ < ) < >
y y

ist linear. Sie beschreibt eine Spiegelung an der y-Achse in der Ebene.

X X
f: R?> — R?, (y) — (C.y)

eine lineare Abbildung, eine Streckung entlang der y-Achse mit Streckfaktor c.

b) Fiir ¢ > 0 ist

¢) Fiir o € R ist

. 2 2 X xcoso—ysina\ [coso —sina
fi RE— R (y) ~ (xsinOH—ycosa) _x(sina> —l—y( cosa)
eine lineare Abbildung. Es handelt sich hier um eine Drehung mit Drehwinkel o

um den Ursprung, wie man leicht durch Betrachten der Bilder f(e;) und f(e7)
der Standardbasisvektoren e¢; und e; sieht:

(]
»
N
/7

$(el) \¥

Mit linearen Abbildungen kann man sehr einfach rechnen:
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Lemma 1.6. Seien V,W zwei K-Vektorriume und f € Homg (V,W), dann gilt:
a) Esist f(0) =0und f(—v) = —f(v).
b) Fiirvy,...,vy €V und ay,...,04 € K ist
flovi+---+ovy) = o f(vi)+--+ auf(va).

Beweis. Die Eigenschaft a) gilt fiir jeden Homomorphismus f additiver Gruppen,
und b) erhilt man direkt aus der Definition von K-Linearitit. ad

Das folgende Kriterium spart Schreibarbeit, wenn wir priifen wollen, ob eine
gegebene Abbildung linear ist:

Lemma 1.7. Fiir K-Vektorrdume V,W und Abbildungen f :V — W sind dquivalent:
a) f ist K-linear.

b) Fiir alle u,v € V und o € K gilt: f(u+av) = f(u)+a- f(v).

Beweis. Aus a) folgt sofort b). Umgekehrt folgt aus b) auch

flu+v) = flu)+ 1) durch Wahl von ¢ = 1,
fla-v) = a-f(v) durch Wahl von u =0,
denn fiir u = 0 ist f(u) = 0 nach Bemerkung|[1.6] O

Priifen wir damit beispielsweise nach, dass die Verkettung linearer Abbildungen
ebenfalls eine lineare Abbildung ist:

Korollar 1.8. Seien U,V,W Vektorrdume iiber K. Dann ist
gof € Homg(U,W) fiiralle f & Homg(U,V), g€ Homg(V,W).

Beweis. Fiiru,v € U und @ € K gilt:

(gof)(utav) = g(fu+av)) via o
= g(f(u) +af(v)) da f linear
= g(f(u)) +og(f(v)) da g linear
= (gof)(u)+a-(gof)(v) via o
Nach dem Linearititskriterium [I.7] folgt die Behauptung. O

Wir nennen zwei Vektorrdaume zueinander isomorph, wenn ein Isomorphismus
zwischen ihnen existiert. In diesem Fall haben die zwei Vektorrdume abstrakt die
gleiche Struktur, beispielsweise gilt:
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Lemma 1.9. Sei f : V — W ein Isomorphismus. Dann ist auch f~' : W ==V ein
Isomorphismus, und fiir Familien von Vektoren v; € V sind dquivalent:

a) Die Familie (v;)ics bildet eine Basis von 'V,
b) Die Familie (f(v;))icr bildet eine Basis von W.
Insbesondere gilt dann dimg (V) = dimg (W).

Beweis. Mit f ist auch f~! ein Homomorphismus: Denn fiir u,v € W, o € K gilt
U@ +oe 71 w) = f ) +a f(F71(v)  da flinearist,
=u+a-v da fof ' =idy
linear nach dem Kriterium in Lemma 1.7} Zu zeigen bleibt die Aquivalenz von a)

und b). Die K-Linearitit von f gibt f((v; |i €1)) = (f(v;)|i € I), und falls f
surjektiv ist, erhalten wir die Implikation:

Indem wir f~! anwenden, folgt f‘l(uﬁaf_l(v) = f Y u+av). Alsoist f~!

(vi)ier Erzeugendensystem von V. = (f(v;))ier Erzeugendensystem von W

Falls f ein Isomorphismus ist, so auch f~!' und dann gilt per Symmetrie auch die
Umkehrung der obigen Implikation. In diesem Fall gilt dasselbe fiir Basen, da diese
genau die minimalen Erzeugendensysteme sind. a

Fiir die Konstruktion von linearen Abbildungen zwischen Vektorrdaumen ist das
folgende Lemma sehr hilfreich:

Lemma 1.10. Sei V ein Vektorraum iiber K und B = (vi,...,v,) eine Familie von
Vektoren darin. Dann ist

n
Dy K'—V, (a,...,0) — Z(Xivi
i=1

ein Homomorphismus von K-Vektorrdumen.

Beweis. Schreibe I = {1,...,n}. Seien a € K und u = (@)ier,v = (Bi)ier € K"
gegeben. Dann gilt
u-+aoy= ((X,'—‘raﬁ,'),‘e[ in K"

Daher gilt
Pyuu+av) = Pg((oi+af)ic) = Z((X,'—F(Zﬁ,‘)-vi
icl
= Zaivi + a'Zﬁivi
i€l icl

= Py(u)+o- Py(v)

Nach dem Lemma [I.7)zeigt dies, dass @ eine K-lineare Abbildung ist. O
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Beispiel 1.11. Im reellen Vektorraum

V= {(g) eR? |x+y+z:0}

betrachte man die beiden Vektoren

1 0
= (g) v = ().
Fiir 2 = (v1,v2) erhalten wir die lineare Abbildung

. 2 x o
Pp: R*—V, (j)~ (—x—ﬁ)'
Diese Abbildung ist sogar ein Isomorphismus, wie man leicht nachrechnet.

Dieses Beispiel verallgemeinert sich zu folgender Aussage, die zeigt, dass jeder
endlich erzeugten Vektorraum isomorph ist zu einem Standardvektorraum:

Satz 1.12. Sei V ein Vektorraum iiber K, und sei 2 = (v1,...,v,) eine Familie von
Vektoren darin. Dann sind dquivalent:

a) P ist eine Basis von'V iiber K.
b) Die Abbildung

n
Py: K'—V, (a,...,0n) — Z ov; ist ein Isomorphismus.
i=1

Beweis. Nach dem Lemma[I.10]ist @4 ein Homomorphismus, es geht also nur um
die Frage, wann dieser Homomorphismus bijektiv ist. Dies ist genau dann der Fall,
wenn jedes v € V sich als Linearkombination v = o vy + - - - 4+ v, mit eindeutigen
Koeffizienten ¢y, ..., ®, € K schreibt, also genau dann, wenn B eine Basisist. O

Um eine lineare Abbildung zu definieren, geniigt es, ihre Werte auf einer Basis
vorzugeben, und diese Werte konnen beliebig gewihlt werden:

Korollar 1.13. Seien V und W Vektorrdume tiber K. Gegeben seien

* eine Basis B = (vi,...,vy) von'V,

* eine Familie € = (wy,...,wy,) von Vektoren in W.
Dann gibt es genau ein g € Homg (V,W) mit g(v;) = w; fiirallei € {1,...,n}.

Beweis. Die Eindeutigkeit von g istklar, fiir v =)' | a;v; mu} per Linearitit gelten:
gv) = ¢ ():?:1 aiVi) = Yiaig(vi) = Litaiwi.

Fiir die Existenz kann man benutzen, dass nach dem Struktursatz &4 : K" — V
ein Isomorphismus ist: Die Abbildung g = &Py o @élz V — W besitzt dann die
Eigenschaft g(v;) = w; fiir alle . O
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2 Abbildungsriume und Dualitit

Sei W ein K-Vektorraum. Fiir jede Menge X ist dann die Menge
Abb(X,W) = {Abbildungen f: X — W}

ein K-Vektorraum mit punktweiser Addition und Skalarmultiplikation. Wenn X =V
ebenfalls ein K-Vektorraum ist, gilt:

Lemma 2.1. Die Teilmenge Homg (V,W) C Abb(V, W) ist ein Untervektorraum.

Beweis. Fiir alle f,g € Homg (V,W) ist f + g € Homg (V, W), denn fiir alle u,v € V
und o € K ist
(f+g)(utav) = flu+ov)+glu+av)
= (fw)+of(v))+(g(u) + ag(v))
= (f(u) +g(u) +a(f(v)+5(v))
= (f+e)w+a-(f+2)v)
Analog folgt & - f € Homg (V,W). Die Behauptung folgt also aus Lemma[l.7] O

Beispiel 2.2. Sei V ein K-Vektorraum. Dann ist ¢ : Homg(K,V) ==V, f +— f(1)
ein Isomorphismus von Vektorrdumen iiber K:

* ¢ ist bijektiv: Jedes v € V ist das Bild v = ¢(f) von genau einem f €
Homg (K, V), ndmlich der linearen Abbildung f mit f(a) :=a-v.

* ¢ ist ein Homomorphismus: Fiir alle f,g € Homg (K,V), o € K ist

o(f+ag) = (f+ag)(l) = f(1)+ag(l) = o(f)+ae(g).
Interessanter wird es, wenn wir V als Definitionsbereich wihlen:

Definition 2.3. Sei V ein Vektorraum iiber K. Der Dualraum von V ist definiert als
der Vektorraum
V* := Homg(V,K).

Seine Elemente sind die linearen Abbildungen f: V — K, man nennt solche linearen
Abbildungen von einem Vektorraum in den Grundkorper auch Linearformen.

Die Moglichkeit, Linearformen zu addieren und mit Skalaren zu multiplizieren,
spielt in vielen Anwendungen eine Rolle:

Beispiel 2.4 (Numerische Integration). Sei V = {f: [0, 1] — R stetige Funktion }
der reelle Vektorraum aller stetigen Funktionen auf dem Einheitsintervall, versehen
mit der punktweisen Vektorraumstruktur. Fiir jeden festen Wert 7 € [0, 1] ist dann
die Abbildung

evi: V— R, f— f(t)
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eine Linearform, also ein Vektor im Dualraum V* = Homg (V,R). Wir konnen nun
weitere Linearformen durch Linearkombinationen solcher Vektoren im Dualraum
bilden: Z.B. entspricht

%-(GVO +evy) € V*

der Linearform
V—R, f— 3(f(0)+£(1)),

die fiir die niherungsweise Berechnung des Integrals von Funktionen verwendet
werden kann:

[ o ~ L@+ 50)).

Es gibt viele andere Niherungsformeln, die Integrale durch Linearkombinationen
von Funktionswerten an verschiedenen Stellen #y, ... ,#, € [0, 1] approximieren. Eine
Niherungsformel

/ ' o)dx ~ fa,». 76
0 i=1

mit o; € R entspricht dabei dem Vektor o -ev;, +--- + o, - ev;, im Dualraum.

Jeder linearen Abbildung g: U — V von Vektorrdaumen kann man eine lineare
Abbildung g*: V* — U* in der umgekehrten Richtung zwischen ihren Dualrdumen
zuordnen. Dies ist der Spezialfall W = K der folgenden Konstruktion:

Lemma 2.5. Seien U,V,W Vektorriume iiber K. Fiir g € Homg (U,V) gilt:
a) Die Abbildungen

¢": Homg(V,W) — Homg(U,W), f +— fog
g«: Homg(W, U) — Homg(W,V), f — gof

sind K-linear beziiglich der punktweisen Vektorraumstruktur.
b) Ist g ein Isomorphismus, dann sind auch g, und g* Isomorphismen.

Beweis. a) Die Abbildung g* ist K-linear: Seien f, f» € Homg(V,W), o € K. Zu
zeigen ist dann

g(fitaf)=g"(fi) +ag (f2).

Dies folgt punktweise durch Auswerten der linearen Abbildungen: Fiir alle u € U
gilt

(fi+of2)(g(u)

fi(g(u)) +afa(g(u))

(8" (f1))(u) + (g™ (f2))(u)
(g"(fi) +ag"(f2))(u)

und somit g*(fi + otf>) = g*(f1) + ag*(f>). Die K-Linearitit von g, folgt analog.

(it af))(w) = ((fi+af)og)(u)
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b) Ist g : U — V ein Isomorphismus und 4 = g~! : V — U sein Inverses, dann
gilt fiir alle Homomorphismen f € Homg (V,W):

W (& (f)) = ((fog)oh) = (fo(goh)) = foid = f.

Ebenso sieht man g*(h*(f)) = f fiir alle f € Homg(U,W). Also ist g* invertierbar
mit #* als Inversem. Die Aussage fiir g, folgt analog. O

Neben Dualrdaumen sind ein weiteres wichtiges Beispiel fiir Vektorraume von
linearen Abbildungen solche, bei denen der Definitions- und Zielraum gleich sind:

Definition 2.6. Ein Endomorphismus eines Vektorraumes V iiber K ist eine lineare
Abbildung f: V — V des Vektorraumes in sich. Bijektive Endomorphismen
heiflen Automorphismus des Vektorraumes. Wir schreiben kurz
Endg (V) = Homg(V,V),
Autg(V) = {f:V — V| f ist ein Automorphismus}.
Beziiglich der Verkettung von Abbildungen ist Autg (V') eine Gruppe. Ebenso ist

Endg (V) nicht nur ein Vektorraum, sondern auch ein Ring mit punktweiser Addition
und der Verkettung als Multiplikation:

(f+8)v) = f(v)+g(),
(fog)(v) = fg(v))-
Genauer ist Endg (V') ein Beispiel fiir eine sogenannte K-Algebra:

Definition 2.7. Eine K-Algebra ist ein Ring (R, +,0), der zugleich ein Vektorraum
iber K ist, sodass die Multiplikation des Ringes mit der Skalarmultiplikation des
Vektorraumes vertriglich ist:

VacK Vf,geR: a(fog) = (af)og = fo(ag)

Im nichsten Abschnitt werden wir mittels von Matrizen eine explizite Beschreibung
der K-Algebra Endg (V) fiir V = K" bekommen, mit der sich z.B. die Verkettung von
Drehungen oder Spiegelungen in der Ebene sehr einfach ausrechnen lésst.

3 Von linearen Abbildungen zu Matrizen

Wir haben bereits viele Beispiele linearer Abbildungen gesehen. Z.B. haben wir
Drehungen um den Winkel ¢ um den Ursprung beschrieben durch Abbildungen der

Form
X aix) +apx
f: RZ SN RZ’ 1 — 1141 1242
X2 az1x1 +anx;

mit den Koeffizienten a1y = azy = cos ¢ und ay; = —ajp = sin @. Allgemein gilt:
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Lemma 3.1. Die K-linearen Abbildungen f : K" — K™ sind genau die Abbildungen
der Form

X1 apxy + apxy + -+ + aipXn

bY) axy + axnxy + -+ + axyxp
H

Xn am1X1 + am X2 + -+ AmnXn

mit Koeffizienten a;; € K fiiri=1,...,mund j=1,...,n.

Beweis. Dass jede Abbildung der gegebenen Form K-linear ist, rechnet man direkt
nach. Umgekehrt sei f : K — K™ eine beliebige K-lineare Abbildung. Wir miissen
zeigen, dass sich diese in der angegebenen Form schreiben ldsst. Um die a;; zu
erraten, beachte man: Wenn f die angegebene Form besitzt, so haben die Bilder der

Standardbasisvektoren ey, ...,e, € K" die Form
ayj

flej) =
amj

Wir drehen den SpieB um und definieren fiir gegebenes f Koeffizienten a;; € K
durch
aq j

= f(e;) € K™ fir j=1,....n
amj

Sei g : K* — K™ die lineare Abbildung definiert durch

X1 anxy + apxy + -+ + X

Xn am1X1 + amaX2 + -+ + GunXn

Per Konstruktion gilt f(e;) = g(e;) fiir j = 1,...,n, und wegen K" = (ey,...,e,)
folgt dann f = g. a

Um verniinftig mit linearen Abbildungen arbeiten zu konnen, benétigen wir eine
weniger umstdndliche Notation. Dazu fiihren wir den Begriff einer Matrix ein:

Definition 3.2. Eine Matrix der Grofle m x n iiber K ist ein rechteckiges Schema mit
Eintriigen a;; € K, welches m Zeilen und n Spalten umfasst:

app a2 - din

Aml m2 " Amn



3 Von linearen Abbildungen zu Matrizen 71

Wir bezeichnen

e denIndex i € {1,2,...,m} als Zeilenindex,
* den Index j € {1,2,...,n} als Spaltenindex.

Wir bezeichnen im Folgenden mit Mat(m x n, K) = K"™*" die Menge aller Matrizen
vom Format m x n mit Eintrdgen in K. Fiir solche Matrizen verwenden wir auch die
Kurznotation

M = (a;;) € Mat(mxn,K).
Beipielsweise ist

* Mat(m x 1,K) = K™ die Menge der Spaltenvektoren,
* Mat(1 xn,K) = K" die Menge der Zeilenvektoren.

Fiir einen Zeilenvektor a = (ay,...,a,) € Mat(1 x n,K) und einen ebenso langen
Spaltenvektor
x|
x = ( > € Mat(n x 1,K),
Xn
schreiben wir kurz .
a-x .= aix; € K.
i=1
Allgemeiner sei
M= |—a — | € Mat(mxn,K)
mit Zeilen a; = (aj1,. . .,a;). Fiir Spaltenvektoren x € K" = Mat(n x 1,K) setzen
wir
ay-x
M-x = : € K™ = Mat(m x 1,K),
A - X

mit g; - x € K wie zuvor definiert. Explizit sieht dieses Produkt einer m x n Matrix
mit einem Spaltenvektor der Linge n so aus:

app ap --- aiy X1 ay Xy +---+apxy
az) ax --- Ay X2 az1xXy+ -+ apx,

aml Qm2 *** Amn Xn am1X1+ -+ AunXn
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Lemma 3.3. Jede lineare Abbildung zwischen Standard-Vektorrdumen hat die Form
f: K'—K", ve—> M-y

fiir eine eindeutig bestimmte Matrix M € Mat(m x n,K). Wir erhalten somit eine
Bijektion

¢: Mat(mxnK) — Homg(K",K™), M+ M-(-).

Beweis. Nach Lemma [3.T]bleibt nur noch die Eindeutigkeit der zu einer gegebenen
linearen Abbildung f : K" — K™ gehorigen Matrix M = (a;;) zu zeigen. Die ist
aber nichts Neues: Die j-te Spalte jeder solchen Matrix ist gegeben durch

0
aij ai ---ayj - A .
azj azp -+ azj e Ao :
= 1
a}n} aml . e am] oo amn .
0
also gleich dem Spaltenvektor f(e;). O

Wir halten aus dem Beweis als Slogan fest: Die Spalten einer Matrix sind die
Bilder der Standardbasisvektoren unter der zugehorigen linearen Abbildung! Damit
kann man die Matrix zu einer linearen Abbildung direkt ablesen:

Beispiel 3.4. Eine Drehung um einen Winkel o € R in der reellen Ebene ist gegeben
durch Multiplikation mit der Matrix

B (cosa —sina

) ) € Mat(2 x 2,R).
SIn coso

Denn die Spalten dieser Matrix sind genau die Vektoren, die man durch Drehung
der Standardbasisvektoren um den Winkel ¢ erhilt.

Beispiel 3.5. Als nichstes Beispiel betrachten wir die orthogonale Projektion von
der reellen Ebene auf die Diagonale: Diese Projektion ist die lineare Abbildung

f: R —R, (2) »—>%~(x1+x2)

gegeben durch die Multiplikation mit der Matrix
11
M = (ﬁ ﬁ) € Mat(1 x 2,R),

denn aus dem folgenden Bild lesen wir unmittelbar f(e;) = f(e2) =

N
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Bisher haben wir nur mit Standard-Vektorrdumen V = K" gearbeitet, also mit
Spaltenvektoren. Um in beliebigen endlich erzeugten Vektorrdumen ebenso rechnen
zu kénnen, miissen wir Basen wihlen: Jede Basis & = (uy,...,u,) eines endlich
erzeugten Vektorraumes U tiber K liefert einen Isomorphismus

~

n
Dy K'— U, (ai,...,ay) — Zaiui,
i=1

der U mit einem Standard-Vektorraum identifiziert. Um lineare Abbildungen von
beliebigen endlich erzeugten Vektorrdumen durch Matrizen zu beschreiben, miissen
wir sowohl im Definitions- als auch im Zielraum eine Basis wihlen:

Definition 3.6. Es sei
* U ein K-Vektorraum mit einer Basis & = (uy, ..., u,),
* V ein K-Vektorraum mit einer Basis € = (vi,...,vp).

Fiir f € Homg (U, V) ist @' o fo dy € Homg(K",K™). Die zugehorige Matrix
bezeichnen wir mit

¢fz = Mg (f) € Mat(mxn,K),

sie heifit die Abbildungsmatrix von f in den Basen 9,% . Im folgenden Diagramm
liefert also die Verkettung entlang beider moglichen Pfade von links unten nach
rechts oben dieselbe Abbildung (wir sagen auch, das Diagramm sei kommutativ):

U%V

o.] T

K' — s K™
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Die Koeffizienten der Abbildungsmatrix « fz = (a;j) € Mat(m x n,K) zu den
gewdhlten Basen sind durch

flu) = Y aijwi
i=1

gegeben. Im Fall einer bereits durch Multiplikation mit einer Matrix M gegebenen
Abbildung
f: U=K'—V=K", u—M-u

von Standardvektorrdumen erhalten wir beziiglich der Standardbasen % und ¢ die
gegebene Matrix « f = M zuriick, aber beziiglich anderer Basen erhalten wir auch
andere Matrizen:

Beispiel 3.7. Sei

5 3 x 2x+y
f: U=R —V =R’ (y)»—> 3xty ).
4x+y

Fiir die Standardbasen % = (¢!, ¢Y) von U = R? und ¢ = (e} e} ,e} ) von V = R3
erhalten wir

21 .
¢fz=131], demn {f(ellj)z‘e\'/+3'eg+4.e'¥’
1

4 flef)=1-ef +1-€)+1-¢Y.

Wenn wir stattdessen die Basen &’ = (uj,uz) von U und €' = (vi1,v2,v3) von V
verwenden mit

erhalten wir

flur) =2-vi+1-v2+3-v3,

21
¢ fz = | 10], denn
32 flup)=1-vi+0-vp+2-vs.

4 Das Matrizenprodukt

Wir haben gesehen, dass die Verkettung linearer Abbildungen wieder linear ist. Fiir
Matrizen A € Mat(/ x m,K) und B € Mat(m x n,K) mit den zugehorigen linearen
Abbildungen

g=0¢B): K" — K" und f=¢(A): K" — K
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gibt es somit nach Lemma|[3.3|genau eine Matrix C € Mat(I x n,K) mit fog = ¢(C)
wie im folgenden kommutativen Diagramm angedeutet:

B- A

K" KM Kl

~_ .

Um die Matrix C zu berechnen, erinnern wir uns an den Slogan, dass die Spalten
einer Matrix die Bilder der Standardbasisvektoren unter der zugehorigen linearen
Abbildung sind. Fiir k < n bezeichne

e wp =C-¢; € K die k-te Spalte von C,
* vy = B¢, € K™ die k-te Spalte von B,

dann folgt
wr = C-eg per Definition von wy
= (fog)(ex) wegen fog = @(C)
= f(glex)) per Definition von o
= f(B-ex) wegen g = @(B)
= f(w) per Definition von vy
=A-w wegen f = ¢(A)

Wir halten fest: Die Spalten der gesuchten Matrix C konnen wir als Spaltenvektoren
bekommen, indem wir einfach das Produkt der Matrix A mit den Spaltenvektoren
von B ausrechnen. Sei A = (a;;), B = (bji), C = (ci), dann ist also

Clk ai aiz - Aim bix
C2k ay axy -+ Ay by m
= . P . : . Oder kurz Cik = Z aij . b]k
Dol : “
Clk an ap - A bk

Dies fiihrt auf die folgende Definition:

Definition 4.1. Fiir Matrizen A = (a;;) € Mat(l xm,K), B= (bj) € Mat(m x n,K)
definieren wir das Matrizenprodukt

m
A-B := (ci) € Mat(l xn,,K) durch ¢y = Zaij~bjk.
j=1

Schematisch kann man die Produktmatrix C = A - B nach dem folgenden Muster
berechnen, wobei aus der i-ten Zeile a; von A und der k-ten Spalte b; von B der
Eintrag

cik = a;j-by
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gebildet wird:
—a; — €11~ Clk " Cln
| | |
_ai_ . bl bk bn — Cil Cik Cin
| | |
—a — criroccr Crk ot Clk

Fiir a,b,c,x,y,z € K gilt beispielsweise

(1 23) xa < x+2y+3z  a+2b+3c
zc

€ Mat(2 x 2,K).
456 4x+5y+62 4a+5b+6c> ( )

Aus der Diskussion vor unserer Definition des Matrizenproduktes folgt, dass fiir
Matrizen

AecMat(l xm,K) +— ¢(A) € Homg (K", K'),
B € Mat(m xn,K) +— @(B) € Homg(K",K™),

gilt:
¢(A-B)=(A)o@(B) € Homg(K",K").

Damit kann man die Verkettung von linearen Abbildungen sehr leicht ausrechnen:

Beispiel 4.2. Fiir Drehmatrizen

A= (cosoc sm(x) und B — (cosﬁ smﬁ)

sina cosa sinfB cosf

bekommen wir aus der Definition des Matrizenproduktes

c—s . ¢ = cosacosf —sinQsin
A-B = ( ) mit { B B,
S C Ky

= sina.cos 3 +cososin 3.

Anschaulich ist die Verkettung von ¢ (B) o @ (A) eine Drehung um den Winkel ot + 3,
wir erhalten somit die Additionstheoreme fiir sinus und cosinus:

cosacosf —sinasinff = cos(a+ ),
sinacos B +cosasinff = sin(a+ fB).

Beispiel 4.3. Die Projektion f : R — R, (x1,x2) ~ x1 ist die Multiplikation mit der
Matrix

A = (10) € Mat(1 x2,R).
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Sei ferner g : R?> — R? die Drehung um den Ursprung um den Winkel %, gegeben
durch Multiplikation mit

B = ((1) _é) € Mat(2 x 2,R).

Die Verkettung f o g ist dann die Multiplikation mit

A-B = (1 o).((l) 3) = (0 -1) € Mat(1x2,R),

also gegeben durch (x,y) — —y wie in der folgenden Skizze gezeigt:

€a

FICA)
e
— ‘3(60

(4e3)(e) =0
({bQ)(ezj:di 4_.)\4 0 1

Wir konnen Matrizen vom gleichen Format auch komponentenweise zueinander
addieren und mit Skalaren multiplizieren: Fiir A = (a;;),B = (b;;) € Mat(m x n,K)
und o € K definieren wir

A+B := (ajj+b;ij) € Mat(mxn,K),
o-A:= (ot-a;j) € Mat(mxn,K).

Damit wird Mat(m x n, K) ein Vektorraum iiber K, und diese Struktur ist kompatibel
mit dem Matrizenprodukt; genauer gelten die folgenden Rechenregeln:
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Lemma 4.4. Fiir A € Mat(k x [,K), B,B' € Mat(l x m,K), C € Mat(m x n,K) gilt:
a) Assoziativgesetz: Es ist (A-B)-C=A-(B-C).
b) Distributivgesetz: A-(B+B')=A-B+A-B und (B+B)-C=B-C+B' -C.
c) Esist A-1; = A und 1; - B = B fiir die Einheitsmatrix

1 0
1, = € Mat(I x1,K),
0 1

die Einsen auf der Diagonalen hat und Nullen iiberall sonst.
d) Fiiralleaa € Kista-(A-B)=(a-A)-B=A-(a-B).

Beweis. Das Assoziativgesetz folgt aus der Assoziativitit (fog)oh = fo(goh) der
Verkettung von Abbildungen

AN R S N

durch Anwenden der Bijektion ¢: Mat(k x n) — Homg (K", K¥). Die iibrigen
Aussagen rechnet man ebenfalls direkt nach. a

Bemerkung 4.5. Fiir die Menge Mat(n x n, K) der quadratische Matrizen haben wir
drei Verkniipfungen betrachtet:

* Die Addition
+: Mat(n xn,K) xMat(nxn,K) - K, (A,B)—A+B.
* Die Skalarmultiplikation
K xMat(n xn,K) - K, (a,B)+— aB.
* Die Matrixmultiplikation
Mat(n x n,K) x Mat(n x n,K) - K, (A,B)— A-B.

Nach dem obigen Lemma ist die Menge Mat(n X n, K) ein K-Vektorraum beziiglich
Addition und Skalarmultiplikation, und zugleich ein Ring beziiglich der Addition
und Matrixmultiplikation. Nach Eigenschaft ) im obigen Lemma ist Mat(n x n, K)
somit eine K-Algebra, wir nennen sie die Matrixalgebra vom Rang n.

Da quadratische Matrizen einen Ring bilden, konnen wir insbesondere Potenzen
einer quadratischen Matrix A € Mat(n x n, K) bilden. Fiir m € N sind diese rekursiv
definiert durch

A% := 1, und A .= A.AF firk e N.
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Die K-Algebra-Struktur erlaubt es uns dann auch, fiir og,..., o, € K polynomiale
Ausdriicke

oAy AT oA+ -1, € Mat(nx n,K)
zu bilden. Die Distributivitit liefert auerdem Formeln wie
(A+B)> = A2+ AB+BA+B*> fir A,B € Mat(nxn,K).

Achtung, dabei ist im Allgemeinen AB # BA, die Matrizenmultiplikation ist nicht
kommutativ: Z.B. ist

10 _ 11y (11 ” 10y (11 . 10
00 00/  \0O 00)  \0oO 00
Nur im Fall AB = BA hat man die iiblichen binomischen Formeln:

Lemma 4.6. Seien A, B € Mat(n x n,K) Matrizen mit AB = BA. Fiir alle m € N ist
dann

(A+B)" = f ('I':) AR B iy (’Z) = k'(nL—'k)' e N.

k=0

Beweis. Der Beweis geht genauso wir in den reellen Zahlen, wenn man beachtet,
dass wir wegen AB = BA alle beim Ausmultiplizieren erhaltenen Terme als A*B" %
mit k € {0,1,...,m} schreiben kdnnen. O

5 Mebhr iiber Zeilen und Spalten

Wir haben Mat(m x n,K) zu einem Vektorraum gemacht mit komponentenweiser
Addition und Skalarmultiplikation: Fiir A = (a;;),B = (b;;) € Mat(m x n,K), o € K
hatten wir

A+B = (a,‘j+b,‘j) S Mat(mxn,K)
a-A = (o-a;j) € Mat(mxn,K)

gesetzt. Das passt zur punktweisen Vektorraumstruktur fiir lineare Abbildungen:
Lemma 5.1. Die Abbildung

¢: Mat(mxn,K) — Homg(K",K™), A — A-(—)
ist ein Isomorphismus von Vektorrdumen iiber K.

Beweis. Wir wissen bereits, dass ¢ bijektiv ist. Zu zeigen bleibt nur, dass unter
dieser Bijektion die obige komponentenweise Addition und Skalarmultiplikation
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von Matrizen genau der punktweisen Addition und Skalarmultiplikation linearer
Abbildungen entspricht. Dafiir reicht es zu zeigen, dass fiir alle A, B € Mat(m x n,K)
und o € K die Identitit

oA+a-B) = ¢(A)+a-¢(B) in Homg(K",K™)

gilt, also (9(A+ - B))(v) = @(A)(v) + a - ¢(B)(v) fiir alle v € K" ist. Das lduft
hinaus auf

(A+a-B)-v=A-v+a-(B-v),

eine Gleichung von Spaltenvektoren. Priifen wir fiir i = 1,...,n den i-ten Eintrag
dieser Spaltenvektoren nach:

(A+a-B)-v), = Zn: (A+a-B)ij-vj = Zn: (aij+ - bij)-vj
j=1 J=

—

n n
e Zaij.vj + Z(X'bij'\/j
=1 =1

= (A-v)i—i—(x-(B-v)i

= (Av+a-(Bv))

i’ 0O

Korollar 5.2. Fiir endlich erzeugte K-Vektorrdume V,W ist
dimg (Homg (V,W)) = dimg (V) - dimg(W).

Beweis. Nach Wahl von Basen in V und in W diirfen wir V. = K™ und W = K"
mit m,n € Nyg annehmen. Offenbar ist eine Basis des Vektorraumes Mat(m X n, K)
gegeben durch die Matrizen

0---0---0
Ej:=|[0---1---0 + i-te Zeile
0---0---0
T
Jj-te Spalte
fir i=1,...,m und j = 1,...,n, man nennt diese auch Standardmatrizen. Es

gibt genausoviele Standardmatrizen wie Paare (i,j), also genau m - n. Somit ist
dimg (Homg (K™,K")) = m - n, und es folgt die Behauptung. O
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Der Ubergang von einem endlich erzeugten Vektorraum zu seinem Dualraum
lasst sich in der Sprache von Matrizen als Ubergang von Spalten- zu Zeilenvektoren
verstehen:

Beispiel 5.3. Sei V = K" der Standardvektorraum der Dimension #. Der natiirliche
Isomorphismus
V ~ Homg(K,V) = Mat(n x 1,K)

identifiziert diesem Standardvektorraum nach unseren Konventionen fiir Matrizen
als Vektorraum von Spaltenvektoren. Die Standardmatrizen sind in diesem Fall die

Standardbasisvektoren 0

S .-

e = < I-te Zeile

o -

0
fir i = 1,...,n. Ebenso ist der Dualraum V* = Homg (V,K) = Mat(1 x n,K) der

Vektorraum von Zeilenvektoren, die Standardmatrizen sind hierbei die ‘dualen’
Standardbasisvektoren

e; :==(0,...,0,1,0,...,0)
/l\
Jj-te Spalte

fir j=1,...,n. Insbesondere gilt
dlmK(V*) = dlmK(V> =n,

wie nach dem vorigen Korollar erwartet. Jeder Zeilenvektor w = (ay,...,a,) € V*
entspricht einer Linearform auf dem Vektorraum der Spaltenvektoren mittels dem
Matrizenprodukt

V*xV = Mat(l xn,K) x Mat(n x 1,K) — Mat(l x [,K) = K,

diese Linearform ist gegeben durch

X1 X1
V — K, v= () = Wy = (al,...,an)-(:> = a1x]+ - apx,.
Xn Xn

Wenn wir die dualen Standardbasisvektoren e}f auf den Standardbasisvektoren e¢;
auswerten, erhalten wir

1 fallsi=j,
0 fallsi#j.

~

e;-e; = &; furdas Kronecker-Delta §;; := {
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Fiir endlich erzeugte Vektorraume gilt nach Wahl einer Basis analog:

Lemma 5.4. Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum und B = (vi,...,v,) eine
Basis desselben. Fiir j = 1,...,n definiere eine Linearform f; € V* = Homg (V,K)
durch

fivi) = &; fir i=1,...,n.
Dann ist B* = (fi,..., f) eine Basis von V* (wir nennen sie die zu 7 duale Basis).

Beweis. Wegen dimg (V*) = dimg (V) = n miissen wir nur zeigen, dass 48 ein linear
unabhéngiges System von Vektoren im Dualraum bildet. Seien dazu a; € K gegeben
mit a1 f1 + - +a,f, = 0. Fiir alle i ist dann

ai — a1.0+...+ai.1+...+a’1.0 — alfl(el)+.+anfn(el)
(arfi+-+anfa)(e;) = 0

und es folgt die Behauptung. a

Ebenso wie jeder Vektorraum einen Dualraum besitzt, kann man zu jeder linearen
Abbildung eine duale Abbildung definieren: Sei f: U — V eine lineare Abbildung
von K-Vektorrdaumen. Die dazu duale Abbildung hatten wir definiert durch

V= Homg(V,K) — U* = Homg(U,K), g+ gof

Wie lésst sich die duale Abbildung explizit beschreiben? Wenn wir eine Basis %
von U und eine Basis 4 von V wihlen, konnen wir f angeben durch die zugehorige
Abbildungsmatrix

Mgz (f) € Mat(m x n,K)

mit n = dimg (U), m = dimg (V). In den dualen Basen % von U* und 4™ von V*
wird dann die duale Abbildung beschrieben durch eine Abbildungsmatrix

M<é»$7@* (f) S Mat(n X m,K)

Wir wollen diese aus der vorigen Abbildungmatrix berechnen. Eine einfache Art,
aus einer Matrix vom Format m X n eine vom Format n X m zu machen, ist die
Vertauschung der Zeilen- und Spaltenindices:

Definition 5.5. Unter der Transponierten einer Matrix A = (a;;) € Mat(m x n,K)
verstehen wir die Matrix A’ := (a;;) € Mat(n x m,K), die aus A durch Vertauschen
der Zeilen und Spalten hervorgeht wie im folgenden Beispiel gezeigt:

14
36

Wir konnen die duale Abbildung zu einer linearen Abbildung wie folgt beschreiben:
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Satz 5.6. Seien U, V zwei endlich erzeugte K-Vektorriume mit Basen %, €, und
sei f: U —V eine lineare Abbildung. Seien

A= My (f) € Mat(m xn,K) bzw. B := My= 5(f) € Mat(n xm,K)

die Abbildungsmatrizen von f zu den gegebenen Basen bzw. von f* zu den dualen
Basen. Dann gilt
B = A
Beweis. Sei B = (uy,...,un), B* = uj,...,u,), € =1,...,vm), € = (v],...,v),
und es sei
A=(a;j) und B= (bj).

Per Definition von Abbildungsmatrizen gilt:
m n
fi) =Y avi und  fr(vi) = Y byju.
k=1 =1

Die zweite Gleichung ist eine Gleichung von Linearformen auf dem Vektorraum U
und fiir deren Werte im Punkt u; € U folgt:

(f*(";))(“i) = Zblj“?(ui) = Zblj51i = bjj.
=1 =1

Per Definition der dualen Abbildung f* gilt andererseits:

(£ v3) i) = vi(f(w)) = Vj( iakin> = iakiv;(vk)
=1 =1

Also ist b;; = aj; wie gewiinscht. O

Insbesondere kehrt sich bei der Transposition von Matrizen die Reihenfolge der
Faktoren in Matrixprodukten um:

Korollar 5.7. Fiir A € Mat(l x m,K), B € Mat(m x n,K) gilt (A-B)' = B"-A".

Beweis. Fir K" %+ k" L k' und ¢ € Homg (K, K) gilt
(fe8)"(9) = ¢o(fog) = (pof)og
= [ (9)og
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und somit (fog)* = g* o f*. Das hiitten wir natiirlich ebensogut direkt nachrechnen
konnen, was einen zweiten Beweis derselben Aussage liefert: Sei A = (4;;). Wir
schreiben kurz A" = (A};) = (A};) etc. Dann gilt

(AB); = (A-B), = Y AuBu = Y Budp = Y ByA; = (B'-A"),
k k k

fiir alle 7, j. a

Fiir endlich erzeugte Vektorrdume V kann man einen Isomorphismus V ~ V*
z.B. angeben, indem man eine Basis wihlt und diese abbildet auf die dazu duale
Basis. Dieser Isomorphismus héngt allerdings von der gewihlten Basis ab. Wenn
wir zweimal dualisieren, gibt es einen kanonischen, d.h. von willkiirlichen Wahlen
unabhingigen Isomorphismus:

Satz 5.8 (Bidualitit). Sei V ein Vektorraum iiber K. Dann ist
1: V. — V¥ = Homg (Homg (V.K),K), v (f )
eine K-lineare Abbildung, und im Fall dimg (V') < oo ist 1 ein Isomorphismus.

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass die Abbildung 1t den angegebenen Zielbereich
hat: Fiir jedes feste v € V ist

t(v): V*=Homg(V,K) — K, [ f(v)
eine K-lineare Abbildung, denn fiir f,g € V* und a € K ist
1) (f+ag) = (f+ag)v) = f(v)+aglv) = 1()(f)+at(v)(g).

Weiter zeigen wir, dass 1 : V — V** eine K-lineare Abbildung ist: Seien v,w € V
und @ € K. Fiir alle f € V* ist dann

(1v+ow))(f) = fv+aw) = f(v)+a-f(w)

M) +o- 1(w)(f)
(1) +a-1(w))(f)

Also ist wie gewiinscht
tv+ow) = 1(v)+o-1(w).

Zu zeigen bleibt, dass fiir dimg (V) < o die Abbildung t ein Isomorphismus ist: Sei
dazu & = (vy,...,v,) eine Basis von V. Sei &* = (f1,..., f) die dazu duale Basis
von V*. Fiir g; := 1(v;) € V** gilt

gi(fj) = @) (fy) = fivi) = 6.

!
Also ist (g1,...,8,) = $B** die zu B* duale Basis, insbesondere eine Basis. Damit
bildet 1 eine Basis von V auf eine Basis von V** ab, ist also ein Isomorphismus. O



5 Mehr iiber Zeilen und Spalten 85

Bemerkung 5.9. Im Fall dimg (V') = oo ist die lineare Abbildung t: V — V** zwar
noch immer injektiv, aber kein Isomorphismus mehr. Dies sieht man bereits fiir den
Vektorraum

V = {(a)ien € K" | a; = O fiir alle bis auf endlich viele i}

der endlichen Folgen. Dieser besitzt eine abzédhlbare Basis, aber in den Ubungen
werden wir sehen, dass sein Dualraum V* und somit erst recht sein Doppeldual V**
keine abzihlbare Basis besitzt.






Kapitel IV
Bild, Kern und Lineare Gleichungssysteme

Zusammenfassung Wir werfen nun einen genaueren Blick auf die Struktur linearer
Abbildungen: Wie berechnet man ihr Bild, was sind ihre Fasern? Aus rechnerischer
Sicht fiihrt uns dies auf lineare Gleichungssysteme, die mit dem Gauf3-Algorithmus
gelost werden konnen. Der GauB3-Algorithmus wird auch viele weitere Fragen der
linearen Algebra beantworten: Wie sieht man z.B., ob eine gegebene quadratische
Matrix invertierbar ist, und wie findet man in diesem Fall ihre inverse Matrix?

1 Struktur der Losungsmengen von LGS

Der Kern und das Bild linearer Abbildungen sind wie fiir Homomorphismen von
Gruppen definiert:

Definition 1.1. Fiir lineare Abbildungen f : V — W nennen wir
ker(f) = {veV|f(v)=0} CV  denKernvon f,
im(f) = {f(v)eW|veV} CW dasBildvon f.
Fiir lineare Abbildungen von Vektorrdumen sind dies Untervektorrdume:

Lemma 1.2. Fiir f € Homg (V,W) gilt:

a) ker(f) CV und im(f) C W sind Untervektorrdume.
b) Es istim(f) = W genau dann, wenn f surjektiv ist.
c) Es ist ker(f) = {0} genau dann, wenn f injektiv ist.

Beweis. Die Aussage a) folgt direkt aus der Linearitiit
fv+aw)=f(v)+af(w) fir vyweV, aek.

Die Aussage b) gilt per Definition von Surjektivitit und hat gar nichts mit linearen
Abbildungen zu tun. Zu zeigen bleibt daher nur die Aussage ¢). Per Definition ist

87
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eine Abbildung f injektiv genau dann, wenn f(«) = f(v) nur fiir ¥ = v gilt. Im Fall
linearer Abbildungen gilt andererseits die Aquivalenz:

fu)=f) <= flu—v)=0 < u—vecker(f)
Die Injektivitit von f ist somit gleichbedeutend mit ker(f) = {0}. O
Beispiel 1.3. Fiir f : R> — R?, (x,y) — (x+, 0) gilt
ker(f) = {(x,—x) |[x€R} und im(f) = {(w,0) |weR}.

Die folgende Skizze illustriert die Situation:

1 i
RS

-#(‘L,\a\ L= (*/-*rxa, 0)

Allgemein ist der Kern einer linearen Abbildung zwischen Standardvektorrdumen
die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems (LGS):

Beispiel 1.4. Sei A = (4;;) € Mat(m x n,K). Der Kern der linearen Abbildung
fi K'— K™ mit f(x):=Ax
ist die Menge aller Losungen x = (xp,...,x,) des LGS

anxy + apxy + -+ apx, =0

a1 xy + axnxy + - + ayx, =0

Am1X1 + amaxy + -0 + agpxy, =0

Ein solches LGS, in dem auf der rechten Seite iiberall Nullen stehen, bezeichnet
man auch als ein homogenes LGS. In der obigen Situation schreiben wir auch

ker(A) := ker(f) und im(A) := im(f)

und sprechen vom Kern bzw. vom Bild der Matrix A € Mat(m x n,K).
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Korollar 1.5. Die Losungsmenge eines homogenen LGS in n Variablen iiber K ist
ein Untervektorraum von K".

Beweis. Die Losungsmenge ist der Kern einer linearen Abbildung f: K" — K™ und
nach Lemma[I.2] somit ein Untervektorraum. O

Allgemeiner kann man LGS betrachten, worin auf der rechten Seite von Null
verschiedene Konstanten stehen diirfen. Solche inhomogenen LGS beschreiben die
Fasern linearer Abbildungen:

Beispiel 1.6. Fiir die lineare Abbildung f : K" — K™ im vorigen Beispiel besteht

die Faser
b

f~Y(b) iiber einem Vektor b = | € K"
bm

genau aus den Losungen des inhomogenen LGS

aynxy + apxy + -+ apxs = by

ax1xy + axnxy + - + ayx, = by

An1X1 + amaX2 + -+ + QupXn = by,
Die Losungsmenge inhomogener LGS mit von Null verschiedener rechter Seite ist
kein Untervektorraum, denn sie enthilt den Nullvektor nicht:
Beispiel 1.7. Fiir f : R>? — R, (x,y) — x+yentsteht f~!(b) = {(x,b—x) | x € R}
fiir b € R durch Verschiebung der Geraden ker(f) (siehe Beispiel [1.4).

Definition 1.8. Ein affiner Unterraum eines Vektorraumes V ist eine Teilmenge der
Form
v+U = {v+uluclU} CV

fiir einen Untervektorraum U C V und einen beliebigen Vektor v € V.
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Lemma 1.9. Fiir Untervektorriiume U, U’ CV und Vektoren v,v' € V sind folgende
zwei Aussagen dquivalent:

a) Esistv+U =V +U'.

b)EsistU=U"undv—Vv' € U.

Beweis. b) = a): Betrachte den Vektor u =v—1' € U. Fiir beliebige Vektoren w € V
gilt

wev+lU <= w—veU per Def. von v+ U
= w—v+uclU wegenu € U
= w—Veu wegenu=v—v
= weV+U per Def. von v/ +U

Wenn b) gilt, ist U = U’ und dann folgt v+ U =V + U’ wie in a) behauptet.
a) = b): Der affine Raum A = v+ U bestimmt den Untervektorraum U C V
eindeutig wegen
U={u—wmeV|u,upelU}

={(v+u)—(v+uw) €V |u,u €U}

= {Wl —wr eV | Wi, w2 EA}
Es bleibt also nur die Eindeutigkeit des FuBpunktes v zu diskutieren. Fiir v,v/ € V
mitv+U =V +U giltv=v+0 €V +U und somit v—v' € U, also gilt b). O

Wir halten fest: Aus einem affinen Unterraum A = v+ U C V konnen wir den
Untervektorraum U C V und bis auf Addition eines beliebigen Vektors aus U auch
den FuBlpunkt v € V rekonstruieren. Insbesondere ist die Dimension

dlmK(A) = dlmK(U)
wohldefiniert. Wie wir im Beispiel zu Beginn bereits gesehen haben, sind die Fasern
linearer Abbildungen affine Unterrdume. Genauer gilt:
Lemma 1.10. Fiir f € Homg (V,W) und w € W gilt:
a) Entweder ist f~'(w) = @.

b) Oder es gibt ein v € V mit w = f(v), und fiir jedes solche ist f~'(w) = v+
ker(f).

Beweis. Seiv € f~!(w). Wir miissen zeigen, dass f~!(w) = v+ ker(f) ist. Sei dazu
ein beliebiger weiterer Vektor v/ € f~!(w) gegeben, dann gilt

FO/=v) = FO) =) = w=w = 0

wegen der Linearitidt von f. Somit ist v/ — v € ker(f), also V' € v+ ker(f). O
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Korollar 1.11 (Lésungsmenge inhomogener LGS). Sei A € Mat(m x n,K), und
fiir b € K™ bezeichne

ZL(Ab) == {xeK"|Ax=b}

die Losungsmenge des zugehorigen inhomogenen LGS. Dann gilt:

a) Entweder ist £ (A,b) = &.

b) Oder man erhdilt aus einer beliebigen Losung x € £ (A,b) alle weiteren durch
Addition von Losungen des homogenen LGS, d.h.

L(Ab) = {x+y|Ay=0} = x+.Z(A,0).
Beweis. Folgt unmittelbar aus dem vorigen Lemma. a

Wir wollen diese Resultate abschlieBend noch in kompakter Form mithilfe von
Matrizen zusammenfassen. Fiir Matrizen A € Mat(m X n,K) betrachten wir den
Kern und das Bild

ker(A) = {veK"|Av=0} und im(A) = {Ave K" |veK"}.
Der Spaltenrang der Matrix ist definiert als rk(A) := dimg im(A).

Lemma 1.12. Fiir A € Mat(m x n,K) gilt:

a) Es istim(A) = (v1,...,vy )k fiir die Spalten v; = Ae; der Matrix A.

b) Sei (A | D) die aus A durch Anhiingen einer Spalte b erhaltene Matrix. Dann
gilt:
beim(A) < tk(A)=rk(A|D).

Beweis. Fiir a) beachte man, dass jeder Vektor v € K" eine Linearkombination der
Standardbasisvektoren ist:

V= o;-e; mit o; € K.

n
i=1
Somit ist .
Av = Z ;- Ae;
i=1
eine Linearkombination der Spalten Ae; der Matrix. Die Aussage in b) folgt durch
Anwenden von a) auf die beiden Matrizen A und (A | b). O

Der Spaltenrang einer Matrix ldsst sich aus Teil @) des Lemmas sofort ablesen,

beispielsweise gilt
123 123
rk(234)2 und rk<246> = 1.
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Allgemein erfiillt der Spaltenrang von Matrizen nach dem Lemma stets die obere
Abschitzung

rk(A) = dimg (Spalten von A ), < min{m,n} fir A € Mat(m xn,K),

da die lineare Hiille von n Vektoren im K™ hochstens Dimension min{m,n} haben
kann. Wir wollen abschlieend unsere Resultate iiber LGS noch unter Benutzung
des Spaltenranges zusammenfassen:

Fazit 1.13. Fiir A € Mat(m xn,K), b € K" sei Z(A,b) := {x € K" | A-x = b}, dann
gilt:
ZLADb) #+A8 <— beim(Ad) <= rk(A)=1k(A|b).

Wenn diese drei dquivalenten Bedingungen erfiillt sind, ist die Losungsmenge ein

affiner Raum
Z(A,b) = x+ker(A).

2 Die Dimensionsformel

Als néchstes wollen wir uns iiberlegen, was der Kern und das Bild miteinander zu
tun haben. Wir beginnen mit einem Beispiel:

Beispiel 2.1. Fiir f : V =R> — R, (x,y) — x+y gilt:

a) f ist konstant entlang jeder Parallelen zu der Geraden ker(f) =R - (e; —e3).

b) f schriinkt sich ein zu einem Isomorphismus auf der Geraden U =R - (e] +¢3).

Man kann f geometrisch verstehen als eine Projektion auf den Untervektorraum U
gefolgt von einem Isomorphismus f|y : U — im(f) = R auf das Bild:

R =t o U

Wir haben hier den Vektorraum zerlegt als direkte Summe V = U @ ker(f), und fiir
die Projektion haben wir diese Zerlegung benutzt:



2 Die Dimensionsformel 93

Bemerkung 2.2. Sei V ein Vektorraum. Nach dem Basisergiinzungssatz kénnen wir
zu jedem Untervektorraum U C V ein Komplement, d.h. einen Unterraum U’ C V
mit V = U ¢ U’ finden. Nach Wahl eines solchen Komplementes hat jedes v € V
eine eindeutige Zerlegung

v=u+u mit ue U und u €U

Direktes Nachrechnen zeigt, dass pr: V — U,v = u+u’ — u eine lineare Abbildung
ist. Man beachte, dass diese nicht nur von dem gegebenen Untervektorraum U C V,
sondern auch vom gewihlten Komplement abhingt:

BILD

Das zu Beginn gegebene Beispiel verallgemeinert sich wie folgt:

Satz 2.3. Sei f: V — W eine lineare Abbildung und U C'V ein Komplement ihres
Kerns, also
V = U ®ker(f).

Sei pr: V — U die Projektion auf den ersten Summanden. Dann ist f = f|y opr,
und
flu: U = im(f) ist ein Isomorphismus.

Beweis. Nach Voraussetzung hat jeder Vektor v € V eine Zerlegung v = u + u’ mit
eindeutigen u € U, u’ € ker(f). Dabei ist

fO) = fluti) = flu)+ ') = f(u),

also folgt f = f|y opr. Zudem ist ker(f|y) = U Nker(f) = {0} wegen der Direktheit
der Summe, also ist die lineare Abbildung f|y: U < W injektiv und somit ein
Isomorphismus auf ihr Bild. a

Die wichtigste Folgerung aus diesem Satz ist die Dimensionsformel fiir lineare
Abbildungen, die den Zusammenhang zwischen Bild und Kern klért:

Korollar 2.4 (Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen). Sei f : V — W eine
lineare Abbildung von Vektorrdumen. Dann ist

dimgV = dimg ker(f) + dimg im(f).
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Beweis. Sei U C V ein Komplement von ker(f). Dann gilt V = ker(f) ® U und
somit
dimgV = dimgker(f) +dimg U.

Nach dem Satz ist dabei U ~ im(f), also folgt die Behauptung. Man beachte, dass
dieser Beweis auch im Fall dimg V = o giiltig bleibt. O

In Matrizensprache sagt die Dimensionsformel, dass die Dimension des Kerns
einer Matrix sich aus ihrem Spaltenrang wie folgt berechnen ldsst:

Korollar 2.5. Fiir alle A € Mat(m x n,K) gilt dimg ker(A) = n —rk(A).

Das ist beispielsweise niitzlich, um die Dimension des Kerns von Matrizen mit
wenigen Zeilen, aber vielen Spalten zu bestimmen. Fiir n > 2 sind z.B. die Spalten
von

13- %
A= <27*.__*) € Mat(2 x n,R)

nicht alle proportional, also ist rk(A) = 2 und wir erhalten dimg ker(A) = n —2.

Korollar 2.6. Sei dimg (V) < oo, Fiir f € Endg (V) sind dann dquivalent:

a) f ist ein Monomorphismus.
b) f ist ein Epimorphismus.

c) f ist ein Isomorphismus.
Beweis. Es ist
ker(f) ={0} < dimker(f) =0 <= dimim(f) =dim(V) < im(f)=V
wobei die Dimensionsformel im zweiten Schritt benutzt wurde. ad
Korollar 2.7. Fiir quadratische Matrizen A € Mat(n x n,K) gilt:
tk(A)=n <= ker(A)={0} <= Aistinvertierbar

Dabei heiBt eine Matrix A € Mat(n x n,K) invertierbar, wenn sie als Element
des Ringes Mat(n x n, K) multiplikativ invertierbar ist. Die invertierbaren Matrizen
bilden offenbar eine Gruppe, die Einheitengruppe des Ringes Mat(n x n,K). Wir
bezeichnen diese Gruppe mit

GL,(K) := {A € Mat(n x n,K) | A ist invertierbar}

und nennen sie die allgemeine lineare Gruppe (engl. General Linear Group). Per
Definition ist A € Mat(n x n,K) genau dann, wenn

A-B=1=B-A (%)

fiir ein B € Mat(n x n,K) und die Einheitsmatrix 1 € Mat(n x n, K) ist. Nach dem
Kapitel iiber Gruppen ist dann die inverse Matrix B= A~" eindeutig bestimmt. Es
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geniigt, nur eine der beiden Gleichungen in (%) zu priifen: Die erste zeigt tk(A) = n,
die zweite ker(A) = {0}; in beiden Fillen ist A € GL,(K) nach dem Korollar, und
in einer Gruppe sind rechtsinverse auch linksinvers und umgekehrt.

Beispiel 2.8. Sei c € K und
11
A= 1e) € Mat(2 x 2,K).

Die Gleichung A - B =1 mit B = (b;;) € Mat(2 x 2, K) lduft hinaus auf das LGS

bii+by =1, bip+byp =0,
bii+chyy =0, bp+chy = 1.

Fiir ¢ = 1 hat dieses LGS keine Losung, und fiir ¢ # 1 ist seine eindeutige Losung

gegeben durch
1 c —1
B = c—1 (—1 1)'

Man rechnet leicht nach, dass dasselbe auch fiir das (andere) LGS B-A =1 gilt.

Bemerkung 2.9. Die Aquivalenz A-B =1 <= B-A = 1 gilt nur fiir quadratische
Matrizen. Beispielsweise ist

100 10 10 10 100 100
010} 01| = 01 = 1, 01 lo1o0) = 010] # 1
00 00 00

3 Basiswechsel fiir lineare Abbildungen

Wenn wir im Beweis der Dimensionsformel aus dem vorigen Abschnitt explizit ein
Komplement des Kerns konstruieren, erhalten wir:

Satz 3.1 (Struktursatz fiir lineare Abbildungen). Sei f:V — W eine lineare
Abbildung zwischen Vektorriumen endlicher Dimension. Dann gibt es Basen <f
und A, in denen f durch eine Blockmatrix

10 r = dimim(f)
My 5(f) = ( e ’”’) mit { b = dim(V)—r
| Ooxr Qaxo dim(W)
a = dim —r

gegeben ist. Dabei bezeichnet

1,x, € Mat(r x r,K) die Einheitsmatrix,
Osx; € Mat(s x t,K) die Nullmatrix fiir s, € N.



96 IV Bild, Kern und Lineare Gleichungssysteme

Beweis. Wir wihlen mit dem Basisergiinzungssatz eine Basis &/ = (vi,...,v,)
von V mit der Eigenschaft, dass die letzten n — r Vektoren davon eine Basis des
Kerns ker(f) bilden. Dann ist

V = U®ker(f) fiirden Unterraum U := (v1,...,v,)k.

Die Vektoren vy,. .., v, bilden dann eine Basis von U. Zudem ist nach der Diskussion
von Komplementen im vorigen Kapitel die Einschrinkung f|y : U — im(f) ein
Isomorphismus. Da Isomorphismen von Vektorriumen Basen auf Basen abbilden,
ist (wi,...,wy) := (f(v1),...,f(v,)) eine Basis von im(f). Wir konnen diese nach
dem Basisergénzungssatz ergénzen zu einer Basis

B = (Wi,...,wpn) vonW.

Per Konstruktion gilt

Flv) = {wi firi<r,

0 firi>r.
Somit folgt die Behauptung. a

Um den obigen Satz in Matrizensprache zu iibersetzen, miissen wir verstehen,
wie sich Abbildungsmatrizen unter Basiswechseln verhalten. Sei dazu zunéchst V
ein endlich erzeugter K-Vektorraum. Nach Wahl einer Basis & = (vy,...,v,) kon-
nen wir ihn mit dem Standardvektorraum identifizieren mittels

~

n
Dy: K'—V, (x1,...,%) — Z Xivi.
i=1
Definition 3.2. Der Basiswechsel zwischen zwei Basen %, %’ des Vektorraumes V
ist der Automorphismus
Dy 5 = (Pél o®y € Autg(K")
in dem folgenden kommutativen Diagramm:

d):%l B

Kn

_—
¢'%ll
V _

Unter der kanonischen Identifikation Autg(K") = GL,(K) entspricht dieser einer
invertierbaren Matrix, und wir schreiben auch

Kn

l‘?@
\%

¢33’,3? S GLn(K)

fiir diese sog. Basiswechselmatrix. In der Notation des Kapitels [[TT] Definition [3.6]
ist dies die Abbildungsmatrix @ z = Mg (idy) der Identititsabbildung.
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Beispiel 3.3. Oft mochte man von der Standardbasis des Vektorraumes V = K" zu
einer anderen Basis wechseln. Die zugehorige Basiswechselmatrix lésst sich direkt
ablesen: Im Fall der Standardbasis # = (eq,...,e,) ist Pg: K" — V = K" die
Identititsabbildung, also ist

qf)‘%/’%; = Dy = |vy---v, | € GL”(K)
| |
die Matrix, deren Spalten die Vektoren der neuen Basis %' = (v{,...,v,) sind.

Wir wissen nun, wie man zwischen Basen eines Vektorraumes wechselt. Fiir die
Beschreibung linearer Abbildungen haben wir es mit zwei Vektorrdumen zu tun und
miissen daher eine Basis im Definitions- und eine im Zielbereich wihlen: Sei

* V ein Vektorraum mit einer Basis &7 = (vi,...,vy),

e W ein Vektorraum mit einer Basis 2 = (wy,...,wp).

Fiir eine lineare Abbildung f : V — W betrachten wir wie im Kapitel [[TI} Def. [3.6]
die Abbildungsmatrix

My z(f) = <I>3_g10foq>¢ € Mat(m x n,K) = Homg (K", K™).

Bei Basiswechseln gilt die folgende Transformationsformel:

Proposition 3.4. Sei f: V — W ein Homomorphismus zwischen endlich erzeugten
Vektorrdumen iiber K. Weiter seien

e of, o' zwei Basen von V mit Basiswechselmatrix S = Doyt ot

o B, B zwei Basen von W mit Basiswechselmatrix T = Pz 4.

Dann gilt fiir die entsprechenden Abbildungsmatrizen

My (f) = T Moy z(f)-S.

Beweis. Folgt aus dem kommutativen Diagramm

Py T (RV/T T%& }%/
I s K" My 5(f) xm -1 K
und der Definition der Basiswechselmatrizen. O

Korollar 3.5. Fiir jede Matrix M € Mat(m x n,K) gibtes S € GL,(K), T € GL,,(K),
sodass gilt:

Lo, O
T'MS = (0 x OrXb> mit r =1k(M), a+r=m, b+r =n.
axr Yaxb
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Beweis. Wir wenden die Proposition an auf f: K" — K™, f(v) = Mv und wihlen
fiir o/ und # die Standardbasen. Die Behauptung folgt dann unmittelbar aus dem
Struktursatz fiir lineare Abbildungen (Satz [3.1). O

Im Struktursatz fiir lineare Abbildungen f: V — W haben wir in V und in W
Basen % und ¥ gewihlt. Im Fall von Endomorphismen interessiert uns meist eine
feinere Frage: Hier ist W = V und wir wollen dann meist 4 = % wihlen. Wir
schreiben daher kurz

My(f) == Mp5(f) fir f € Endg(V)

und betrachten in der Proposition [3.4]den Spezialfall T = S. Eine so einfache Form
wie im obigen Korollar erreicht man nur fiir Projektionsabbildungen:

Lemma 3.6. Sei V ein Vektorraum mit dimg (V) < oo. Fiir f € Endg(V) sind die
folgenden Eigenschaften dquivalent:

a) Esist fof=f.

b) Man kann'V =V, &V, als direkte Summe von Untervektorrdumen V,Vo CV auf

solche Weise zerlegen, dass f = pr die Projektion auf den ersten Summanden
wird, d.h. f(vi+vy) = v fiir alle vi € V| und alle vy € V; gilt:

c¢) Es gibt eine Basis 8 von 'V mit

[ Lrxr Opxs ) r = dimgim(f),
Mxy(f) = (Osxr Osxs) fiir {s = dimg ker(f).

Beweis. Zunichst gelte a), also fo f = f. Um b) zu zeigen, setzen wir V; :=im(f)
und V, :=ker(f). Es ist V. = V] + V,, denn jeder Vektor v € V lisst sich schreiben
als Summe v = f(v) + (v — f(w)) mit

* f(v) € Vi =im(f),

* v—f(v) € Va =ker(f) wegen f(v—f(v)) = f(v) - f(f(v)) =0,
wobei die letzte Gleichung aus f o f = f folgt. Zudem gilt V| NV, = {0}, denn:

o f(vi) =v furalle vi € Vi =im(f) wegen fo f = f,

* f(v2) =0 fiir alle v, € V, = ker(f) per Definition des Kerns.
Es folgt V =V, ®V, und f(v; +v2) = v fiir alle v € Vj,v, € V5. Also gilt b).

Aus b) folgt ¢), indem wir Basen (v, ...,v,) von Vj und (v,11,...,Vr4s) von V3
wihlen und Z = (vi,...,Vr,Vrt1,...,Vres) setzen. Aus c) folgt sofort a), weil die
angegebene Matrix gleich ihrem Quadrat ist. a
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Die Annahme dimg (V) < e diente nur dazu, in Teil ¢) Matrizen schreiben zu
konnen: Die Aquivalenz a) < b) gilt ganz allgemein. Endomorphismen f mit fo f
nennt man auch Projektoren, Projektionen oder Projektionsabbildungen.

4 Ein zweiter Blick auf den GauB3-Algorithmus

Wir wollen nun einige Anwendungen des Gaul3-Algorithmus in der linearen Algebra
betrachten. Seine Aufgabe ist zunéchst die Losung von LGS A-x = b mit b € K™
und A € Mat(m x n,K). Jede Zeile von A entspricht einer Gleichung in dem LGS,
also schreiben wir
aiy
A =
am

als Matrix von Zeilenvektoren. Zeilenumformungen von A kann man beschreiben
durch Linksmultiplikation mit den Standardmatrizen E;; € Mat(m x m,K), die den
Eintrag 1 an der Stelle (i, j) haben und sonst nur Nullen enthalten:

Bemerkung 4.1. Die Linksmultiplikation mit E;; ersetzt eine Matrix A durch die
Matrix, deren i-te Zeile die j-ten Zeile der urspriinglichen Matrix ist und deren
iibrige Zeilen nur Nullen enthalten:

ai_1 0
E;; a; = aj; i
ait+1 0

Da jedes S € Mat(I x m,K) eine Linearkombination von Standardmatrizen ist, sind
somit fiir beliebige Matrizen A € Mat(m x n,K) die Zeilen der Produktmatrix S - A
Linearkombinationen der Zeilen von A. Also: Lineare Operationen auf den Zeilen
einer Matrix sind gegeben durch Linksmultiplikation mit einer Matrix! Betrachten
wir dies fiir die im GauB3-Algorithmus benutzten elementaren Umformungen:

* Multipliziere die i-te Zeile von A mit einem Skalar o € K* = K\ {0}: Das ist
die Linksmultiplikation mit der Matrix

Si(a) = 1+ (¢ —1)E; € GL,(K).

* Addiere zur i-ten Zeile von A die j-te: Das ist die Linksmultiplikation mit der
Matrix
S;i =1+E; € GL,(K).
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Hieraus lassen sich weitere elementare Umformungen zusammensetzen:

e Addiere zur i-ten Zeile von A das o-fache der j-ten fiir ein j # i: Dies ist die
Linksmultiplikation mit

S,’j(Ot) =1+ak; = Sj(a71)~S,‘j-Sj(OC) EGLm(K).
* Vertausche zwei Zeilen von A miteinander: Dies ist die Linksmultiplikation mit
Ti; = 1+Eij+Eji7Eii7Ejj = Sji~Sij(*1)'Sj,"Sj(*1) S GLm(K).

Matrizen der Form S;(a), S;j (o) und T;; heiBen auch Elementarmatrizen. Man kann
die obigen Zeilenumformungen zum Berechnen des Spaltenranges von A und der
Losungsmenge .2 (A,b) = {x € K" | Ax = b} von LGS verwenden:

Satz 4.2. Sei A € Mat(m x n,K)

a) Man kann A durch Zeilenumformungen auf sog. reduzierte Zeilenstufenform
bringen: Es gibt ein Produkt S € GL,,(K) von Elementarmatrizen mit

SA =
1% %

wobei alle nicht bezeichneten Stellen Null sind und x beliebige Eintrdge sind.
b) Fiir alle S € GL,,(K), b € K™ ist £ (A,b) = £ (SA,Sb) und tk(A) = rk(SA).

Beweis. Siehe Seite[6]in der Einleitung. Wir haben fiir die Rechnungen dort nur die
Korperaxiome benutzt, das Ergebnis gilt daher iiber jedem Korper K. Die Aussage
iiber den Rang folgt daraus, dass S: im(A) — im(SA) ein Isomorphismus ist. O

Anwendung 1 — Der klassische GauB-Algorithmus

1. Betrachte fiir das LGS Ax = b die erweiterte Koeffizientenmatrix M = (A|b).

2. Forme diese mit elementaren Zeilenoperationen um zu einer Matrix M = (A|b)
mit A in reduzierter Zeilenstufenform, wie im Beweis auf Seite El

3. Sei r die Anzahl der von Null verschiedenen Zeilen von A, dann ist rk(A) = r
und es gibt zwei Fille:
+ Wenn b einen von Null verschiedenen Eintrag in der i-ten Zeile fiir ein i > r
hat, dann hat das LGS Ax = b keine Losung.

* Sonst liest man alle Losungen wie auf Seite[7]ab: Man wihle dazu die freien
Variablen beliebig und bestimme die tibrigen durch Einsetzen in A - x = b.
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Beispiel 4.3. Fiir ¢ € R betrachten wir das LGS

X1+x24+x3+x4 =
X1+ 2x 4+ 3x3 +4x4
3x14+4x+5x34+6x4 = ¢

|
N =

Der GauB3-Algorithmus liefert:

11111 11111 11111 10-1-2|0
123412 |~ |0123]|1 ~ [ 0123(1 ~ (01 2 3|1
3456|c 0123(c-3 0000jc—4 00 0 O|c—4

Das LGS ist also 16sbar genau fiir ¢ = 4, und dann sind seine Losungen genau die
Vektoren

X A+2u 0 1 2
w|  |1-2a-3u| |1 ) -3
P A =lo|**| 1|T#| o
X4 u 0 0 1

mit A, € R. Dies liefert eine Parametrisierung der Losungsmenge des LGS als
affiner Unterraum, angegeben durch einen Fulpunkt und eine Basis des zugehorigen
Untervektorraumes (der Losungsmenge des zugehorigen homogenen LGS).

Anwendung 2 — Invertieren von Matrizen

Nach der Dimensionsformel ist eine Matrix A € Mat(n x n,K) invertierbar genau
fiir ker(A) = {0}. Wenn wir mit dem GauB-Algorithmus priifen, ob dies der Fall ist,
konnen wir die inverse Matrix im Fall ihrer Existenz gleich mit ausrechnen:

Lemma 4.4. Sei A € Mat(n x n,K) gegeben, und sei M = (A | 1) € Mat(n x 2n,K)
hieraus durch Anhdingen der Einheitsmatrix erhalten. Man forme M mit elementaren
Zeilenoperationen um zu M = (A | B) mit A in reduzierter Zeilenstufenform. Dann
gilt:

e Falls A = 1 ist, dann ist A nicht invertierbar.

e Falls A = 1 ist, dann ist A invertierbar und die inverse Matrix ist A—' = B.

Insbesondere ist jede invertierbare Matrix A ein Produkt von Elementarmatrizen.

Beweis. Sei S € GL,(K) mit A = SA in reduzierter Zeilenstufenform. Dann gilt
A€GL,(K) <= A=SAcGL,(K) «<—= A=1,

wobei die zweite Aquivalenz benutzt, dass die einzige invertierbare quadratische
Matrix in reduzierter Zeilenstufenform die Einheitsmatrix ist. Im Fall A = 1 erhalten
wir (1|B)=(A|B)=M=S-M=S-(A|1)=(SA|S). Esfolgt SA=1und B=S,
also A~! = B und dann ist A = B! ein Produkt von Elementarmatrizen. O
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Beispiel 4.5. Fiir welche A € R ist die Matrix

120
A=|134] e Mat(3x3,R)
142

invertierbar, und wie sieht dann die inverse Matrix aus? Die ersten Schritte des
GauB-Algorithmus liefern

120100 120] 100 12 001 00
134010 ~ [ 014|/-110 ]~ |01 4/-1 10
1421|001 021|—-101 00A—-8] 1-21

Somit ist A invertierbar genau fiir A # 8. Wenn wir die inverse Matrix berechnen
wollen, miissen wir weitere Umformungen anwenden, bis im linken Matrixblock
die 3 x 3 Einheitsmatrix steht. Fiir A = 9 liefert der GauB-Algorithmus z.B.

1200 1 00 12001 0 O 100|111 —18 8
014|—-1 10| ~ 0105 9—-4] ~ [010]-5 94
001] 1-21 001 1-2 1 001} 1 -2 1

Nach dem vorigen Lemma folgt

-1

120 11-18 8
134 =[|-5 9-4
149 1 -2 1

Anwendung 3 — Basen fiir den Aufspann von Vektoren

Um eine Basis fiir den Aufspann von gegebenen Spaltenvektoren vy, ..., v, € K™ zu
finden, betrachten wir den Aufspann als das Bild im(A) der aus den Spaltenvektoren
gebildeten Matrix

o

A= [vi-v,| € Mat(mxn,K).
o
Da wir mit Spaltenvektoren arbeiten, sollten wir nun statt Zeilenumformungen
besser Spaltenumformungen betrachten. Zeilenumformungen hatten wir durch die
Linksmultiplikation A — S-A mit invertierbaren Matrizen S beschrieben, analog
sieht man, dass Spaltenumformungen durch die Rechtsmultiplikation A — A - § mit
invertierbaren Matrizen S gegeben sind. Wenn wir fiir § Elementarmatrizen wéhlen,
erhalten wir elementare Spaltenumformungen:

e Multiplizieren einer Spalte von A mit einem Skalar o # 0.

* Addieren eines Vielfachen einer Spalte von A zu einer anderen Spalte von A.
 Vertauschen zweier Spalten von A.
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Satz 4.6. Sei A € Mat(m x n,K).

a) Man kann A durch Spaltenumformungen auf eine reduzierte Spaltenstufenform
umformen: Es gibt ein Produkt S € GL,(K) von Elementarmatrizen mit

!
ES
ES
as=191
* %
00 - 01
ko %k ko sk
%k %k k% ck

b) Die von Null verschiedenen Spalten von A - S bilden dann eine Basis von im(A).

Beweis. Satz angewandt auf die transponierte Matrix A’ € Mat(n x m, K) liefert
ein Produkt T € GL,(K) von Elementarmatrizen mit der Eigenschaft, dass T - A’
in reduzierter Zeilenstufenform ist. Mit 7 ist auch ihre Transponierte S = T' ein
Produkt von Elementarmatrizen, und

A-S = (T-A"Y
ist in reduzierter Spaltenstufenform. Wegen S € GL,,(K) gilt ferner
im(A) = {A-v|veK"} = {A-S-w|we K"} = im(A-S),

und wegen der Spaltenstufenform bilden die von Null verschiedenen Spalten der
Matrix A - S eine Basis des Bildes im(A - S). O

Ahnlich wie beim GauB-Algorithmus fiir den Kern einer Matrix hiitte es fiir die
Aussage in b) bereits geniigt, dass A - S in Spaltenstufenform ist. Die reduzierte
Spaltenstufenform macht es aber zugleich besonders bequem, eine Darstellung des
Bildes im(A) = im(A - S) als Losungsmenge eines LGS abzulesen:

Beispiel 4.7. Sei V = (v,v2,v3)r C R* der Aufspann von

1 1 1
2 3

v = gl 2= | und vz = 14
14 19 24

Die Spaltenversion des Gauf3-Algorithmus liefert:

111 100 100
2 3 4 21 2 010

A=l g | s36| 7 |230]=4F
14 19 24 14 510 450
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Somit hat V eine Basis bestehend aus den beiden Vektoren

0

U = und wup =

1
3
5

Do o =

Hieraus liest man zugleich ab, dass der Untervektorraum V C R* die Losungsmenge
des folgenden LGS ist:

2x+3y =z
4x+5y = w

AbschlieBend wollen wir noch das Verhiltnis zwischen dem Spaltenrang und dem
Zeilenrang einer Matrix klédren:

Lemma 4.8. Fiir jede Matrix A € Mat(m X n,K) ist ihr Spaltenrang gleich ihrem
Zeilenrang, d.h. es gilt

tk(A) := dimg (Spalten von A)g = dimg (Zeilen von A)g.

Beweis. Nach Satz b) ist der Spaltenrang rk(A) unter Zeilenumformungen der
Matrix A invariant, d.h. es gilt

tk(SA) = 1k(A) fiir alle § € GL,,(K).
Der Zeilenrang rk(A") erfiillt ebenfalls
tk((SA)") = rk(A'S") = 1k(A") fiiralle S € GL,,(K),

denn es ist im(A’S") = im(A"), weil mit S auch ' eine invertierbare Matrix ist. Um
die Gleichheit von Spalten- und Zeilenrang zu zeigen, diirfen wir also A ersetzen
durch A = SA. Nach Satz konnen wir annehmen, dass A in Zeilenstufenform ist,
und dann ist die zu beweisende Gleichung rk(A) = rk(A) offensichtlich. O

Bemerkung 4.9. Anschaulich misst rk(A’) die Anzahl unabhingiger Gleichungen
in dem LGS Ax = 0. Dies ist ein LGS in n Variablen; nach der Dimensionsformel
besitzt seine Losungsmenge die Dimension n — rk(A). Das obige Lemma liefert als
Slogan fiir die Dimensionformel:

Dimension der Losungsmenge = #(Variablen) — # (unabhiingige Gleichungen)

5 Exkurs: Der Satz von Skolem-Noether

Zeilen- und Spaltenumformungen sind auch fiir theoretische Argumente niitzlich;
wir wollen hier als Beispiel alle Automorphismen von Matrixalgebren iiber einem
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Korper K bestimmen. Zur Erinnerung: Eine K-Algebra ist ein Ring R, der zugleich
ein Vektorraum iiber K mit derselben Addition ist, sodass die Multiplikation des
Ringes mit der Skalarmultiplikation des Vektorraumes vertraglich ist:

VaeK Vf,geR: a(f-g) = (af)-g = f-(ag)

Ein Automorphismus einer K-Algebra R ist eine bijektive Abbildung ¢ : R — R,
die ein Homomorphismus sowohl von Ringen als auch von Vektorrdumen ist. Wir
interessieren uns hier fiir die Matrixalgebra R := Mat(n x n,K). Jede invertierbare
Matrix A € GL, (K) liefert einen Automorphismus

w: R-—5 R B~ A-B-A!

Automorphismen von dieser Form nennt man auch innere Automorphismen.

Beispiel 5.1. Die Abbildung

@: Mat(2x2,K) — Mat(2 x2,K), (CC’ 2) - (Z Z)

ist ein Automorphismus der K-Algebra Mat(2 x 2,K). Dieser hat die Form ¢ = y4
fiir die Matrix

A=A"= ((1) é) € GLy(K).

Denn Linksmultiplikation mit A vertauscht die Zeilen, Rechtsmultiplikation mit A
die Spalten einer Matrix, und beides zusammen ergibt ¢. Allgemein gilt:

Satz 5.2 (Skolem-Noether). Zu jedem Automorphismus
¢: Mat(nxn,K) — Mat(n x n,K)
von K-Algebren gibt es eine invertierbare Matrix A € GL,,(K) mit ¢ = 4.
Beweis. Wenn es so ein A gibt, gilt fiir die v, := Aey, jedenfalls
@(Eij)-vi = AEjA™ -Aey = A-Ejj-ep = Sp-A-e; = Sji-v

und ¢ ist dadurch eindeutig bestimmt. Wir werden umgekehrt Vektoren vy, ..., v,
mit der Eigenschaft ¢ (E;;) - vi = &k - v; konstruieren und zeigen, dass die aus diesen
Vektoren als Spalten gebildete quadratische Matrix A das Gewiinschte leistet. Um
die Vektoren zu konstruieren, setze Fj; := @(E;;) € Mat(n x n,K). Dann gilt

Fj-Fu = @(Eij-Eq) = ¢(8Eu) = Sk

weil @ ein Ringhomomorphismus ist. Wegen F1; # 0 konnen wir ein # € K" wihlen
mit der Eigenschaft F; - u # 0. Wir definieren nun v := Fj - u. Fiir diese Vektoren
gilt wie gewiinscht:

Q(Eij) - ve = Fj-ve = Fij-Fa-u = 8j-F-u = 8- vi.
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Als néchstes zeigen wir, dass die Vektoren vy,...,v, eine Basis von K" bilden. Da
es sich um n Vektoren handelt, geniigt es, die lineare Unabhingigkeit zu priifen. Sei
dazu

0= oy, fir Skalare «,...,o, € K.

n
k=1
Multiplikation mit der Matrix Fy; liefert

n n n
0=Y o -Fivi =) o Fii-Fa-u= Y 048 Fi-u=0;-Fu
k=1 k=1 k=1

und somit @; = 0 wegen Fjju # 0. Also sind die Vektoren linear unabhingig und
bilden somit eine Basis. Die aus diesen Vektoren als Spalten gebildete Matrix ist
somit invertierbar, d.h.

A= |v-v, | € GL,(K).
| |

Dann gilt y4 (E,'j) Vg = AE,'inl -Ae, = 6]‘k SV = (p(E,'j) -vpund somit @ = y4. O

6 Quotientenvektorraume

Im Beweis der Dimensionsformel haben wir ein Komplement des Kerns gewdhlt;
wir wollen uns nun iiberlegen, wie man solche willkiirlichen Wahlen vermeiden
kann. Sei V ein K-Vektorraum und U C V ein Untervektorraum. Dann ist U C V
eine additive Untergruppe. Die Quotientengruppe V /U besteht per Definition aus
den Aquivalenzklassen [v] von Vektoren v € V modulo der Aquivalenzrelation

def
vt &S vV eU

Die Punkte von V /U sind also affine Unterrdume [v] = v+ U von V:

Yo e [u])
o v =[]
w _ ¢ Lo]
U+
- o o Lwl
=Lw']

V V/LL
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Lemma 6.1. Der Quotient V /U triigt eine eindeutige Vektorraumstruktur, sodass
die Quotientenabbildung

p: V>V/U, v |y

ein Homomorphismus von Vektorrciumen ist. Es ist U = ker(p).

Beweis. Die Abbildung p ist per Definition surjektiv. Wenn die Gruppe V /U die
Struktur eines Vektorraumes triagt, sodass p linear ist, dann mufl die Addition und
Skalarmultiplikation repridsentantenweise erfolgen:

V+a-wl = p)+a-pw) = plv+a-w) = [v+a-w.

Dies zeigt die Eindeutigkeit der gesuchten Vektorraumstruktur. Fiir die Existenz
bleibt nur zu zeigen, dass die reprisentantenweise Addition [v] 4 [w] := [v+w] und
Skalarmultiplikation ¢ - [v] := [ - v] wohldefiniert sind, d.h. nicht von der Wahl
der Reprisentanten abhidngen. Fiir + hatten wir uns das bereits im Kapitel tiber
Gruppen iiberlegt, das Argument fiir - ist analog. Wir machen beides auf einmal:
Seien v,v',w,w’ € V mit [v] = [V/] und mit [w] = [w']. Dann ist v ~ v und w ~ w/,
also
v—V €U und w—w €U.

Da U CV ein Untervektorraum ist, folgt fiir o € K auch
v+aw)—( +aw') = v—V)+aw—w) e U

Es ist also v+ aw ~ V' + aw’ und somit [v+ aw] = [/ + aw’]. 0
Korollar 6.2 (Dimensionsformel fiir Quotienten). Fiir Untervektorriiume U C 'V
gilt

dim(V) = dim(U)+dim(V/U).
Beweis. Wende die Dimensionsformel an auf die lineare Abbildung p:V — V /U
mit ker(p) = U und im(p) =V /U. O

Homomorphismen von Quotientenvektorrdaumen in andere Vektorrdume kann
man mit folgender sogenannter universeller Eigenschaft verstehen:

Satz 6.3 (Homomorphiesatz). Sei V ein Vektorraum iiber K, und sei U C 'V ein
Untervektorraum. Dann gibt es fiir jede K-lineare Abbildung f: V — W mit der
Eigenschaft U C ker(f) genau eine K-lineare Abbildung

fi VU — W

mit f = f o p fiir die Quotientenabbildung p: V — V JU. Wir fassen diese Aussage
mit dem Diagramm
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zusammen. Fiir die eindeutig bestimmte Abbildung f gilt:

a) im(f) =im(f).

b) f ist injektiv genau fiir U = ker(f).
Beweis. Die Eindeutigkeit ist klar, denn fiir jede Abbildung £ mit f = fo p muB
gelten:

F(VD) = flp() = (Fop)(v) = f(v).

Fiir die Existenz wollen wir umgekehrt
fr VU — W, D= f)

setzen. Dann gilt per Konstruktion f = fo p, allerdings ist die Wohldefiniertheit der
Abbildung, also die Unabhingigkeit der soeben versuchten Definition von f von
den gewihlten Reprisentanten, nachzupriifen: Fiir [v] = [V/] istv—Vv' € U C ker(f),

also f(v) = f(V') wegen
f)=f() = fv—=V) = 0.

Damit ist f durch £([v]) := f(v) wohldefiniert. Per Konstruktion ist im(f) = im(f),
zudem gilt

{vev/u|f(v]) =0}
= {MeV/U]fv)=0}
= {MeV/U|veker(f)}

ker(f)

und somit

ker(f) =0 < Vveker(f): [v]=1[0]inV/U
<~ Weker(f):veuU
< ker(f)=U

a

Korollar 6.4. Jeder Homomorphismus f :V — W von Vektorrdumen induziert einen
Isomorphismus

£ V/ker(f) = im(f).

Beweis. Fiir U C ker(f) gibt der Homomorphiesatz eine Faktorisierung f =io fop
wie im folgenden Diagram, wobei p die Quotientenabbildung und i die Inklusion

bezeichnet:

V%

w
ViU —L 5 im(f)

Fiir U = ker(f) ist f injektiv, also ein Isomorphismus auf das Bild. O



Kapitel V
Die Determinante

Zusammenfassung Der Fldacheninhalt von Parallelogrammen und das Volumen von
Parallelotopen fiihren auf Determinanten. In diesem Kapitel werden wir allgemein
die Determinante von n Vektoren in K" durch die Leibniz-Formel definieren als eine
alternierende Summe iiber alle Permutationen. Nach einigen Beispielen werden wir
die Multiplikativitdt von Determinanten fiir Matrixprodukte zeigen und sehen, wie
man Determinanten leicht durch Entwickeln nach Zeilen oder Spalten berechnet.

1 Motivation: Flicheninhalte

Gegeben sei das von zwei Vektoren u,v € R? in der reellen Ebene aufgespannte
Parallelogramm

Pvw) = {av+PweR? | a,fe0,1]}.

Wir wollen diesem einen Flicheninhalt zuordnen, der im Folgenden mit det(v, w)
bezeichnet sei. Dazu legen wir zunichst den Maf3stab fest durch die Normierung,
dass fiir das Einheitsquadrat gilt: det(e;,e;) = 1. AuBerdem fordern wir fiir a,b € R
die Skalierungseigenschaft

det(av,bw) = ab-det(v,w):

w
w

Plo,w)

wis

109
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Damit die Skalierungseigenschaft auch fiir a < 0 oder b < 0 gilt, sollte det(v,w)
als orientierter Fldcheninhalt angesehen werden, fiir dessen Vorzeichen gilt:

o det(v,w) = — det(w,v).

* Drehungen in der Ebene erhalten den orientierte Flidcheninhalt.

* Achsenspiegelungen dndern das Vorzeichen des orientierten Fldcheninhalts.

Wir sagen auch, Drehungen seien orientierungserhaltend und Achsenspiegelungen
seien orientierungsumkehrend.:

Wenn o € R den Winkel zwischen v,w € R? im Gegenuhrzeigersinn ist, sollte fiir
das Vorzeichen gelten:

>0 fiirsin(e) > 0,
det(v,w) < <0 fiirsin(a) <0,
=0 fiirsin(er) = 0.

Mit dieser Konvention soll der Fldcheninhalt additiv werden, d.h. fiir alle u,v,w € R2
fordern wir:

det(v+u,w) = det(v,w)+ det(u,w),
det(vyw+u) = det(v,w) +det(v,u).

Wenn man in der zweiten Gleichung u = —w wihlt, versteht man, warum wir hier
mit orientierten Flachen arbeiten. Wenn man andererseits © = oy mit @ € R wihlt
und det(v,v) = 0 nutzt, erhdlt man die Scherungsinvarianz des Flicheninhalts:

W [REN AN g

Durch diese Eigenschaften ist der orientierte Flicheninhalt eindeutig bestimmt:
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Lemma 1.1. Es gibt genau eine Funktion f: R? x R*? — R, sodass gilt:
a) Bilinearitit: Fiir alle & € R und alle v,w,x € R? ist
Sfvyw+ax) = f(v,w)+af(v,x),
S+ o) = f(ow)+ 0f (3, w).
b) Antisymmetrie: Fiir alle v,w € R? ist f(v,w) = —f(w,v).
¢) Normierung: Die Standardbasis hat f(ey,ez) = 1.

Beweis. Wir zeigen zunichst die Eindeutigkeit: Wenn f eine Funktion mit den drei
Eigenschaften a),b),c) ist, dann berechnet man fiir v = (vi,v2),w = (w1, w2) € R?
sofort

Y vi-fle,w) = Y vi-flei, wier +wae)

f(V,W) = f(vlel +V2€2, W)

=12 =12
)
a: Z Z vi~w/--f(e,-,ej).
=12 j=1,2
Wegen b) und c) ist dabei
+1 firi<j,
fleiej) = < =1 fiiri> j,
0 firi=j,

also f(v,w) = viwy — vow;. Umgekehrt rechnet man direkt nach, dass der Ausdruck
auf der rechten Seite der letzten Gleichung die Eigenschaften a),b),c) besitzt. O

Die obige Diskussion lédsst sich ohne Miihe verallgemeinern auf Volumina von
Polytopen

P(u,v,w) = {oau+Bv+yweR’ | a,B,y€[0,1]},

die von drei Vektoren u,v,w € R? im Raum aufgespannt werden:

P a0 w)

Aber an dieser Stelle sind zunichst einige Worte tiber Permutationen angebracht.
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2 Exkurs zu Permutationen

Fiir orientierte Volumina und ihre hoherdimensionalen Verallgemeinerungen spielt
die Reihenfolge der Variablen eine Rolle. Beim Umsortieren der Variablen hilft uns
die symmetrische Gruppe

G, = {bﬁekﬁveAbbﬂdungmlcz{lr.wn}—»{lw.wn}}.

Die Elemente dieser Gruppe heillen Permutationen. Wir schreiben sie manchmal als
Wertetabellen

12--n .
c = <i1 i2~-~i,,) € 6, mit i, = o(v).

Auch wenn diese Notation aussieht wie eine 2 x n Matrix, hat die Verkettung o von
Permutationen nichts mit dem Matrizenprodukt zu tun. Die Verkettung o macht G,,
zu einer Gruppe, diese ist fiir n > 3 nicht abelsch:

(123 __(123) 4
°={132)""" (231 3
sor_ (123 (123 _ (123
=\132)°\231) = (321)°
oo (123, (123) _ (123
=\231)°\132) = (213)"

Die symmetrische Gruppe hat

Beispiel 2.1. Fiir

berechnet man

|6, = n!

Elemente. Fiir n = 60 sind das mehr, als es Atome im beobachtbaren Universum
gibt! Trotzdem konnen wir mit symmetrischen Gruppen sehr gut rechnen:

Definition 2.2. Eine Transposition ist eine Permutation, die zwei Indices vertauscht
und die iibrigen Indices nicht veréndert. Fiir i # j bezeichnen wir mit 7;; € &, die
Transposition mit

j fiurk=i,
Tij(k) =i firk=j,
k sonst.

Beispiel 2.3. Es gilt

123
(2 31 = T120T3 = 1230713 = T3 07T|20T30T|2.
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Satz 2.4. Jede Permutation ¢ € G,, ist ein Produkt von Transpositionen.

Beweis. Fiir 0 = id kann man das leere Produkt nehmen, das per Konvention das
neutrale Element ist. Sei jetzt also o # id. In diesem Fall konnen wir den kleinsten
Index betrachten, der von ¢ bewegt wird. Wir setzen

i ;= min{k|o(k)#k} und j:= o(i).

Wegen o (k) =k fir k=1,...,i— 1 ist hierbei j > i. Sei T = 7;; die Transposition,
die i und j vertauscht. Wir setzen 6 = 7o ¢. Dann gilt

t(k) =k firk<i,
6(k) = t(ok)) = ¢ t(j)=i firk=i,
sxxxx  furk >1i.

Im Fall 6 = id ist c = 7 und wir sind fertig. Andernfalls ist
i := min{k | 6(k) #k} > i.
Per Induktion ist & ein Produkt von Transpositionen. Dann gilt dies auch fiir 6. O

Um die Anzahl der Faktoren in einer Zerlegung als Produkt von Transpositionen
zu kontrollieren, betrachten wir o € &,, als Funktion

o: {1,....n} — {1,...,n}.

Diese ist streng monoton wachsend nur fiir o = id. Die Vertauschung benachbarter
Indices zerstort die Monotonie nur an einer einzigen Stelle. Wir definieren daher:

Definition 2.5. Ein Fehlstand von ¢ € G, ist ein Paar (i, j) mit der Eigenschafti < j
und 6 (i) > o (j). Wir definieren das Signum von ¢ durch

sgn(o) =

+1 falls die Anzahl solcher Fehlstdnde gerade ist,
—1 falls die Anzahl solcher Fehlstinde ungerade ist.

Man nennt ¢ eine

* gerade Permutation im Fall sgn(c) = +1,

* ungerade Permutation im Fall sgn(c) = —1.
Beispiel 2.6. Fiir n = 3 gilt:

o(l)>o0o(2),
o= G?g) hat sgn(c) = —1: o(1) < a(3),
6(2) <o(3).

In diesem Beispiel ist o eine Transposition. Allgemein gilt:



114 V Die Determinante

Lemma 2.7. Jede Transposition T € &, hat sgn(t) = —1.
Beweis. Seien i < j die von 7 vertauschten Indices:
r_ <...i—1 Pi+1...j—1jj+1 )
ced—=1ji+1 .. j—11ij+1..
Die Fehlstiande von 7 sind genau

* das Paar (i, j),
* die m Paare (i,k) miti <k < j,
¢ die m Paare (k, j) miti < k < j,

wobei m = j—i— 1 ist. Insgesamt gibt es somit 2m + 1 Fehlstinde. a

Lemma 2.8. Sei 0 € &,,. Dann gilt
sgn(o) = || ——=
i<j J—1
Beweis. Die Permutation ¢ induziert eine Bijektion zwischen
* zweielementigen Teilmengen {i, j} C {I,...,n},
* zweielementigen Teilmengen {o(i),o(j)} C {1,...,n}.

Es gilt also

[1G-i) =*[](c()-0®)

i<j i<j
Links sind alle Faktoren positiv, rechts trigt jeder Fehlstand den Faktor —1 bei. O

Wir haben hier das Produkt iiber Indexpaare mit i < j laufen lassen. Man hiitte
auch andere Indexpaare wihlen konnen, solange diese alle zweielementigen Men-
gen von Indices genau einmal durchlaufen:

Zusatz. Sei I C {1,...,n} x {1,...,n} eine Menge von Paaren von Indices mit der
Eigenschaft, dass durch
(i,j) = {i,j}

eine Bijektion zwischen

e der Menge von Paaren I und

* der Menge der zweielementigen Teilmengen von {1,... n}

gegeben ist. Dann gilt

sgn(oc) =

Beweis. Analog zum Lemma. a



2 Exkurs zu Permutationen 115

Satz 2.9. Das Signum sgn: &, — {£1} ist ein Gruppenhomomorphismus, d.h. es
ist sgn(c o 1) =sgn(o)-sgn(t) fiiralle 6,7 € S,,.

Beweis. Wir benutzen das Lemma, erweitern den Bruch und ordnen um:

1 20— o)

i<j J—
o(t(j))
H[ ()
o(t(j)) —o(z(i)) 7(j) — (i)
e

Das zweite Produkt auf der rechten Seite ist sgn(t) nach dem Lemma. Fiir das
erste Produkt nutzen wir den Zusatz zum Lemma mit / = {(7(i),7(j)) | i < j} und
erhalten

sgn(cot) =

—o(z(i) t(j)—7()
— (i) j—i

[ S =ole ) _ o)
i<j T(]) - T(l)
Insgesamt folgt damit die Behauptung. ad

Permutationen ¢ mit sgn(c) = +1 nennt man auch gerade Permutationen. Sie
bilden eine Untergruppe

A, = {0€6,|sgn(c)=+1} C G,
die sogenannte alternierende Gruppe. Aus dem obigen Satz folgt:

Korollar 2.10. Wenn eine Permutation ¢ € S, sich als ein Produkt von genau r
Transpositionen darstellen ldsst, ist

sgn(o) = (=1)".
Beweis. Fiir Transpositionen o = 1;; ist sgn(c) = —1. O

Unsere bisherige Notation fiir Permutationen ist nicht sehr praktisch. Kiirzer ist
die sogenannte Zykelnotation:

Definition 2.11. Ein Zyke! der Ldnge k oder k-Zykel ist eine Permutation o € G,,,

die k paarweise verschiedene Indices iy, ...,i € {1,...,n} sukzessive aufeinander
abbildet gemil
iy = iy = = i i (also 6(ia) = it 1modk)

und alle iibrigen Indices festhilt. Wir schreiben fiir so einen Zykel kurz

o = (ihiz,...,ik) € G,.
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Beispiel 2.12. Zykel der Linge 2 sind genau die Transpositionen. Die Gruppe S3
enthilt genau zwei 3-Zykel:

(337) =2 =@n=612) wa (}73)=032-c2- ).

Jede Permutation lésst sich auf mehrere Weisen als Produkt von Zykeln schreiben;
um eine eindeutige Zerlegung zu erhalten, fithren wir folgende Bedingung ein:

Definition 2.13. Zwei Zykel ¢ = (i1,...,ix),T = (j1,---,J1) € &, heiBen disjunkt,
wenn gilt:
{it,oe it 01,1} = @.

Fiir disjunkte Zykel ist offenbar 6 0 T = 70 G, und es gilt:

Satz 2.14. Jedes o € G, besitzt eine bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutige
Zerlegung als ein Produkt von paarweise disjunkten Zykeln der Linge > 2, und
diese Darstellung ist bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutig.

Beweis. Sei 0 € G, gegeben. Wir betrachten die Potenzen 6V € G, fiir v € Z und
definieren auf der Menge X = {1,2,...,n} eine Relation durch

i~j = 3JvelZ:o'(i)=.

Man sieht leicht, dass dies eine Aquivalenzrelation ist. Die Aquivalenzklassen haben
die Form

{6V(i()|0<v<k(i)} mit i€ X und k(i) = min{v>1]|c"(i) = i},

und o permutiert die Elemente einer solchen Aquivalenzklasse mittels einem Zykel
der Linge k(i). Da X die Vereinigung von paarweise disjunkten Aquivalenzklassen
ist, erhalten wir eine Zerlegung von ¢ als Produkt paarweise disjunkter Zykel:

0 = (i11,012,- 01k ) O -0 (irt, 625y ipk,) Wit ky = k(iyy).

Dabei konnen wir Zykel der Linge 1 weglassen, da sie trivial sind. Wir erhalten
so die Existenz der gesuchten Zerlegung. Die Eindeutigkeit folgt analog: In jeder
Zerlegung von o als Produkt paarweise disjunkter Zykel entsprechen die Zykel den
Aquivalenzklassen beziiglich ~ und sind daher eindeutig durch ¢ bestimmt. O

3 Determinantenfunktionen

Wir wollen nun die wesentlichen bei unserer Betrachtung der orientierten Fldche
von Parallelogrammen benutzten Eigenschaften verallgemeinern auf Vektorrdume
hoherer Dimension iiber beliebigen Korpern:
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Definition 3.1. Sei V ein Vektorraum tiber einem Korper K. Eine Abbildung
f: VI=Vx---xV — K
heilt multilinear, wenn sie linear in jeder Variablen ist, wenn also die Abbildungen
V — K, x> f(Vi,eeeyViel, X, ViglyeeesVn)
fiir jedes i bei jeweils fest gewdhlten vy, ...,vi_1,Vit+1,...,v, € V linear sind.

Definition 3.2. Eine multilineare Abbildung f : V" — K heilit alternierend, wenn
gilt:

fi,...,v,) = 0, wannimmer v; = v; fiir zwei Indices i # j ist.
Lemma 3.3. Jede alternierende multilineare Abbildung f ist antisymmetrisch:
f(...7V,',...,Vj,...) = —f(...,vj,...,vl-,...) furallel#]

Beweis. Wir setzen g(v,w) = f(...,v,...,w,...), wobei ... fiir beliebige, aber fest
gewihlte Eintrige steht. Dann berechnet man

0=glv+twv+w) (da f alternierend)
= g(vv) +gv,w)+g(w,v) +g(w,w) (da f multilinear)
= g(v,w)+g(w,v) (da f alternierend)
und somit g(w,v) = —g(v,w). O

Die Umkehrung des obigen Lemmas gilt genau dann, wenn 2 € K* = K \ {0}
ist. Beispielsweise ist die Bilinearform f: K" x K" — K, (x,y) — x' -y iiber dem
Korper K = F, wegen —1 = 1 € F, sowohl symmetrisch als auch antisymmetrisch,
aber sie ist nicht alternierend im Sinn der Definition 3.2} Die Eindeutigkeitsaussage
im folgenden Satz|3.5|gilt tatsdchlich nur fiir alternierende Abbildungen.

Definition 3.4. Sei V ein Vektorraum mit dimg V < oo. Eine Determinantenfunktion
auf V ist eine alternierende multilineare Abbildung

f: V" — K mit n = dimgV.
Wir nennen f nichttrivial, wenn es ein (vi,...,v,) € V" gibt mit f(vq,...,v,) #0.

Nichttriviale Determinantenfunktionen kann man fiir K = R anschaulich sehen
als ein MaB fiir das orientierte Volumen von Parallelotopen

PWiyeeov) = {avi++ o, |0< <1} C R"

in Analogie zu unser Diskussion des Flidcheninhaltes. Allgemein gilt:



118 V Die Determinante

Satz 3.5. Fiir jeden endlich erzeugten VektorraumV iiber K gibt es eine nichttriviale
Determinantenfunktion

A V' — K mit n = dimgV

und diese ist bis auf Multiplikation mit einer Konstanten eindeutig: Jede weitere
solche hat die Form

fi,..v) = a-A(vi,...,v,) fiir genauein a = a(f) € K.

Beweis. Wir beginnen mit dem Beweis der Eindeutigkeit: Sei f : V* — K eine
Determinantenfunktion. Wir wihlen eine Basis (ej,...,e,) von V. Um f(vi,...,v,)
fiir beliebige Vektoren vy,...,v, € V auszurechnen, schreiben wir diese Vektoren
als Linearkombination der Basisvektoren:

n
Vi = Za,-j~e,- mit ClijEK.
J=1

Aus der Multilinearitit von f folgt

SOr,vn) =Y a1 fleq,va,- o vn)

=1

n n
= Z Z ai171al‘2.2'f(eilaei27v37"'?vn)

i1=li=1

n

n n
=Y Y Y a0 a0 e, e,)
=1ir=1

l|:1 i,1:1

Somit ist f durch die Werte f(e;,,...,e;,) festgelegt. Um diese Werte zu bestimmen,
benutzen wir, dass f alternierend ist: Es kann also hochstens dann f(e;,,...,e;, ) #0
gelten, wenn ¢; , ..., e;, paarweise verschiedene Vektoren sind. Dies ist genau dann
der Fall, wenn das Tupel (i1,...,i,) aus (1,...,n) durch Umordnen entsteht, wenn
es also ein o € &,, gibt mit

iy =0(v) fir v=1,..,n
Also ist eine alternierende Multilinearform f eindeutig bestimmt durch die Werte
flo) = f(ec(l),...,e(,(n)) fir o € G,.

Wenn man hier ¢ durch ¢ o 7 mit einer Transposition 7T ersetzt, werden zwei der
Variablen vertauscht und an den iibrigen dndert sich nichts. Indem wir o € &, als
Produkt von r Transpositionen schreiben und sgn(c) = (—1)" beachten, erhalten
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wir daher f(o) = sgn(o) - f(id). Fiir beliebige v; = ajje; + - -- +ayje, liefert die
obige Formel somit

Fi,..v,) = det(A)- fler,...,en)
mit der Determinante
det(A) := ) sgn(0)-ag(1),1"ag(nn
ce6,

der Koeffizientenmatrix A = (a;;) € Mat(n x n,K). Statt f konnen wir in dieser
Rechnung auch eine beliebige andere Determinantenfunktion A einsetzen. Somit
gilt

Ffi,..,vn) = det(A)- fler,...,en),
A(i,...,vy) = det(A)-A(ey,...,en).

Fiir A nichttrivial ist A(ey,...,e,) # 0. Dann folgt f(vy,...,v,) = a-A(vi,...,vy)
mit der Konstanten
fler,...,en)

o0="———-=¢cK.
A(elv"'7en)

Die Existenz einer nichttrivialen Determinantenfunktion ist jetzt einfach zu zeigen,
da wir einen Kandidaten kennen: Wir fixieren einen Isomorphismus ¢ : V -~ K"
und definieren

A: V" — K durch A(vy,...,v,) := det| o(vi) @(v2) -~ @(vy)

Die nichste Proposition zeigt, dass A die gewiinschten Eigenschaften hat. a
Proposition 3.6. Die Determinante
det: Mat(nxnK) — K, A= (a;j) — Z 5gn(0) - ag(1),1 "+ Ag(n)n
ce6,
besitzt die folgenden Eigenschaften:

a) det(A) ist linear in jeder Spalte der Matrix A.
b) det(A) =0, falls zwei Spalten von A gleich sind.

c¢) Fiir Dreiecksmatrizen ist die Determinante das Produkt der Diagonaleintrdige:

ap - dip

n
det = Haii.
i=1

0 Ann
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Beweis. Fiir obere Dreiecksmatrizen sind in der Definition von det nur Summanden
zu Permutationen ¢ mit 6 (j) < j fiir alle j relevant. Die einzige solche Permutation
ist 0 = id und somit folgt die Formel fiir Dreiecksmatrizen in ¢).

Die Eigenschaft a) ist klar, denn in der Determinante einer beliebigen Matrix
enthilt jeder Summand sgn(o) “Ag(1),1 " Ao (n),n geNau einen Faktor aus jeder Spalte
der Matrix. Um b) zu zeigen, seien j # k gegeben, sodass die j-te und die k-te Spalte
von A gleich sind. Sei

T=1Ti € 6,

die Transposition, welche die Indices j und k vertauscht. Jede ungerade Permutation
hat die Form o o 7 fiir genau eine gerade Permutation ¢ € 2l,,. Wir konnen daher die
Summanden von det nach dem Signum sortieren:

det(A) = Z Ao (1),1" " Ao(n)n — Z Ao (z(1)),1 """ Ao (t(n))n-

o, oel,

Da die j-te und die k-te Spalte von A gleich sind, gilt fiir alle 0 € G,;:

Da 7 nur die Indices j, k bewegt, gilt fiiri ¢ {j,k} auBerdem as ;) ; = ag (¢ (;),i- Somit
folgt

Ao(1),1 7 "do(n)n = o(r(1)),1 " 9o(t(n)n
und daher erhalten wir insgesamt det(A) = 0 wie gewiinscht. O
Bemerkung 3.7. Die in Proposition angegebene Formel fiir die Determinante

einer Matrix bezeichnet man auch als die Leibniz-Formel. Fiir 3 x 3 Matrizen lautet
sie beispielsweise

det(A) = a11a22a33 + 12023031 +a13a21432 — A13022431 — 411023032 — A12021433.

Diese Formel kann man sich mit der sogenannten Regel von Sarrus merken:

+ + +

ap a ais ar a2

azy axn as az| axy
0 X XN

asy asz ass asj asp

Fiir Determinanten groBerer Matrizen gibt es keine so einfache Merkregel! Auch
ist die Leibnizformel fiir explizite Rechnungen nicht zu empfehlen, da sie einen
hohen Rechenaufwand erfordert. Besser ist es, die Matrix mit Spaltenumformungen
zu vereinfachen, bis man ihre Determinante ablesen kann:
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Korollar 3.8. Seien A, B € Mat(n x n,K). Wenn B aus A hervorgeht durch...

a) Vertauschen zweier Spalten, dann ist det(B) = —det(A).
b) Multiplikation einer Spalte mit einem @ € K, dann ist det(B) = - det(A).

c) Addition eines Vielfachen einer Spalte zu einer anderen, so ist det(B) = det(A).

Beweis. Folgt sofort daraus, dass det(A) nach Proposition eine alternierende
multilineare Funktion der Spalten der Matrix A ist. a

Beispiel 3.9. Es ist

67 4 672 432 132
det| 71210 ) =2-det| 7125 =2-det|225]| =2-det|{025] = 12.
36 6 363 003 003

Wir haben hier Spaltenumformungen benutzt. Die Rechenregeln im Korollar [3.§]
gelten aber vollig analog auch fiir Zeilenumformungen, denn die Determinante einer
Matrix dndert sich beim Transponieren der Matrix nicht:

Lemma 3.10. Fiir A € Mat(n x n,K) gilt det(A) = det(A").

Beweis. SeiA = (a;;) und sei A’ = (b;;) mit b;; = aj; die transponierte Matrix, dann
gilt

det(A) = Z sgn(o-)'ac(l),l"'ao‘(n),n

ce’,

Z sgn(a)'al,(i*l(l)"'an,(f*l(n)

ces,
= Y sen(t)-begryy - bemy, = det(A"),
€6,
wobei wir T = ¢! gesetzt haben, mit sgn(t) = sgn(o). O

Eine einfache Anwendung von Determinanten ist das folgende Kriterium fiir die
lineare Unabhingigkeit von Vektoren und die Invertierbarkeit von Matrizen:

Lemma 3.11. Sei f : V' — K eine nichttriviale Determinantenfunktion. Fiir vi € V
sind dann dquivalent:

a) Esist f(vi,...,v;) #0.
b) Die Vektoren vy,...,v, bilden eine Basis von'V.

Insbesondere gilt fiir Matrizen A € Mat(n x n,K):

det(A) #0 < 1k(A) =n < ker(A) = {0}
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Beweis. Die Matrizenversion folgt mit V = K" und f = det aus der Vektorversion,
wir zeigen letztere. Alle Werte von f sind skalare Vielfache des Wertes auf einer

beliebigen Basis. Wenn vy, ..., v, eine Basis bilden, gilt also:
fi,..,vy) =0 = fisttrivial.
Fiir f nichttrivial muf daher f(vi,...,v,) # 0 sein. Wenn andererseits vy,...,v,

keine Basis von V bilden, dann sind sie linear abhingig. Also ist ein Vektor v; eine
Linearkombination der iibrigen. Sei etwa

Vi = ZOC/VJ',
i

dann folgt aus der Multilinearitt

f(vl,...,vn) = Z Otjf(...,vl‘,...,ijl,v,',ijL],...).
J#

In jedem Summand auf der rechten Seite wird fiir zwei Variablen derselbe Vektor v;
eingesetzt. Da f alternierend ist, sind somit alle Summanden Null. O

4 Beispiele von Determinanten

Wir haben gesehen, dass Determinanten von Dreiecksmatrizen leicht zu berechnen
sind. Ahnlich kénnen wir fiir Blockdreiecksmatrizen vorgehen:

Lemma 4.1. Fiir obere Blockdreiecksmatrizen mit Blocken A;; € Mat(n; x nj, K )

gilt:
et e = det(A ) det(A )

Beweis. Durch Zeilenumformungen in den ersten n; Zeilen und unabhéngig davon
in den letzten ny Zeilen konnen wir annehmen, dass

dy - % i oo %
Al = und Ay = .ot
i dy

in Dreiecksform sind. Unsere Blockdreiecksmatrix wird damit eine tatsdchliche
oberen Dreiecksmatrix, und aus ihren Diagonaleintriagen liest man direkt ab, dass
det(A) =dy---dy = (d1---dn,) - (dn 41+ -dy) = det(A11) det(Ap) ist. O
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Besonders hiufig wird das obige Lemma verwendet im Fall n; = 1. Hier besagt
es
ap apz -+ Ay
0 axn - ay
det . .. . = aj -det

ay - ayp
i ' ' ap2 *++ Apn
0 aw - am

Oft bricht man z.B. den GauB-Algorithmus nach Umformung der ersten Spalte ab
und nutzt dann die obige Formel. Ein interessantes Beispiel fiir Determinanten, die
sich so berechnen lassen, tritt in Interpolationsproblemen auf:

Satz 4.2. Fiir n € N seien ay,...,a, € K paarweise verschieden und yy,...,y, € K
beliebig. Dann gibt es genau ein Polynom

f(x) = co+eixt Aoy X
vom Grad < n— 1 mit Koeffizienten c; € K, sodass f(a;) = y; fiir alle i gilt.
Beweis. Die Bedingung f(a;) = y; fiir alle i ist &quivalent zu

2 -1
cotaici+ajcr+---+di cpm1 = yi

cotanci+aicr+-+d e = yn

Das ist ein inhomogenes LGS in den Variablen cy,...,c,. Es hat eine eindeutige
Losung, falls die Koeffizientenmatrix invertierbar ist. Die Invertierbarkeit priifen
wir, indem wir die Determinante

2 n—1
layaj - a

1 a a% agfl
V(ai,...,ay) = det

2
1ana”...

ausrechnen. Diese sogenannte Vandermonde-Determinante ist nach dem folgenden
Lemma von Null verschieden, da die a; paarweise verschieden sind. O

Lemma 4.3 (Vandermonde-Determinante). Es ist V (ay, ..., a,) = [l (a; — a;).

Beweis. Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen. Sei n > 1. Wir subtrahieren in der oben
betrachteten Matrix

* von der n-ten Spalte das a;-fache der (n— 1)-ten,

* von der (n— 1)-ten Spalte das a;-fache der (n — 2)-ten,

® ...
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Damit wird V =V (ay,...,a,) umgeformt zu
1 0 ( ) W
a)—ap -~ (ax—dap)a
1a—ay - (azfal)ag*2 ! Ve )
s az—ay -~ (a3 —ay)ay
V =det| laz—ar--- (03*01)03 = det
a,—aj -+ (ap—a))a" 2
la,—a; - (anfal)a’;_2 no (n —ar)a

In der letzten Determinante sind

« alle Eintrége der ersten Zeile Vielfache von a; —ay,

« alle Eintrdge der zweiten Zeile Vielfache von a3z —ay,

® ...

Indem wir diese skalaren Faktoren aus den Zeilen herausziehen, bekommen wir

n
Viay,...,a,) = V(az,...,an)'H(aifal)
i=2
und die Behauptung folgt per Induktion iiber n. ad

Beispiel 4.4. Es gibt eine unendliche Teilmenge S C R” mit der Eigenschaft, dass
jede n-elementige Teilmenge dieser Menge eine Basis bildet: Man wéhle

S = {(1,a,d®,...,a" ') |a€ A} fiir eine unendliche Teilmenge A C R.

5 Multiplikativitiit der Determinante

Fiir A € Mat(n x n,R) hatten wir uns det(A) vorgestellt als orientiertes Volumen des
von den Spalten von A aufgespannten Parallelotops. Dieses Parallelotop ist das Bild
des Einheitswiirfels unter der linearen Abbildung f = f4 : R* - R" v A-v:

We«,ﬁ,ﬂﬁ 'P(J@(eﬂ\,{(q\, ﬁ(e;))
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Also ist det(A) anschaulich der Dehnungsfaktor, mit dem die lineare Abbildung f4
Volumina reskaliert. Fiir die Zusammensetzung

/B

fgofy: Rt A, e _J5 g

von Endomorphismen sollten sich ihre Dehnungsfaktoren multiplizieren. In der Tat
gilt iber jedem Korper K die folgende Formel:

Satz 5.1. Fiir alle A,B € Mat(n x n,K) gilt det(AB) = det(A) det(B).

Beweis. Mit der Leibniz-Formel sollte man das besser nicht nachrechnen. Ganz
ohne Rechnen geht es mit abstrakten Determinantenfunktionen: Aus der Definition
des Matrizenproduktes sieht man, dass Spaltenoperationen auf B ebensolche auf
AB induzieren. Fiir festes A ist somit B — det(AB) eine alternierende multilineare
Abbildung in den Spalten von B. Die Eindeutigkeit von Determinantenfunktionen
bis auf Skalare liefert eine Konstante ¢ = c4 € K mit

det(AB) = cdet(B) fiiralle B € Mat(nxn,K).
Speziell fiir B =1 liest man ¢ = det(A) ab. O
Korollar 5.2. Die Determinante ist ein Gruppenhomomorphismus
det: GL,(K) — K*
Insbesondere gilt det(A~1) = det(A) ! fiir alle A € GL,(K).
Beweis. Folgt sofort aus der im Satz bewiesenen Multiplikativitit von det. ad

Der Kern dieses Gruppenhomomorphismus bildet eine Untergruppe von GL,,(K),
die sogenannte spezielle lineare Gruppe

SLu(K) = {A € GL,(K) | det(A) = 1} C GL,(K).

6 Laplace-Entwicklung

Statt mit Zeilen- und Spaltentransformationen kann man det auch direkt rekursiv
berechnen. Dabei nutzt man zunéchst nur die Linearitét in einer Spalte:

Beispiel 6.1. Sei A = (a;;) € Mat(3 x 3,K). Wegen der Linearitit von det in der
ersten Spalte ist

L apaz 0az a3 0apan
det(A) = ayy-det | O ax ax3 | + az;-det| 1 ax axz | + az;-det | 0 ax ax
0 as; asz 0 a3z azz 1 a3 asz
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Die erste der Matrizen auf der rechten Seite hat Blockdreiecksform. Die anderen
beiden erhalten nach Zeilenvertauschung Blockdreiecksform. Somit folgt

a» a ap a apn a
det(A) = +ay; - det 2923 ) gy det | 1213 +asz; - det 124137
asy asz asy asz ax ax

Das ist ein Spezialfall des folgenden Resultats:

Satz 6.2 (Laplace-Entwicklung). Fiir A = (a;;) € Mat(n x n,K) bezeichne A;; die
aus der Matrix A durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte erhaltene
Matrix. Dann gilt:

a) Fiir jedes j € {1,...,n} kann man nach der j-ten Spalte entwickeln:

det(d) = Y (1) a;; det(A;))
i=1
b) Fiir jedes i € {1,...,n} kann man nach der i-ten Zeile entwickeln:
n . .
det(4) = Y (~1) ay; det(Ay)

~.
Il
-

Beweis. Wegen det(A) = det(A") reicht es, Teil a) zu beweisen. Indem wir die j-te
Spalte von A schreiben als
n
aj = Y ajje;,
i=1

erhalten wir aus der Linearitéit von det in der j-ten Spalte

n |1
det(A) = Z ajj det| --- aj_1 € ajyy -+
i=1

Zu zeigen bleibt daher nur

det| --- aj—1 e ajyy - = (71)i+j det(A,:,').

Durch Zeilen- und Spaltenvertauschungen reduziert man diese letzte Behauptung
auf den Fall i = j = 1. In diesem Fall hat man eine obere Blockdreiecksmatrix und
die Aussage ist klar. a

Definition 6.3. Die zur Matrix A komplementdire Matrix ist die Matrix

A* = (a;;) € Mat(nxn,K) mit a;; := (—1)"*7 . det(A ;).

Man beachte die Vertauschung von i und j auf der rechten Seite! Wir erhalten:
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Korollar 6.4 (Cramer’sche Formel). Es ist A-A* = A*-A =det(A) - 1.

Beweis. Die Eintrige des Matrizenproduktes A*-A = (c) erhélt man per Definition
als

n n o b
Cik = Z a?‘jajk = Z (—1)’+~’det(Aj,-)~ajk = det| - a1 ax aiy1 -
j=1 J=1

Die Determinante auf der rechten Seite ist gleich det(A) im Fall i = k, und Null im
Fall i # k. Also ist A*-A = det(A) - 1, analog A - A* = det(A) - 1. O

Wenn also A € Mat(n x n,K) invertierbar ist, erhélt man die inverse Matrix aus
der Formel .

= A*
det(A)

A*l

Zum Rechnen ist der Gaul3-Algorithmus sehr viel effizienter. Aber die Cramer’sche
Formel ist fiir theoretische Argumente gut:

Beispiel 6.5. Fiir A = (a;;) € GL,(R) zeigt ein Blick auf die Cramer’sche Formel,
dass die Eintrige der Inversen A~! stetige Funktionen der Matrixeintriige a; ;j sind.

Beispiel 6.6. Die Teilmenge
SL,(Z) := {M eMat(nxn,Z) | det(M) =1} C SL,(R)

ist eine Untergruppe, denn die Cramer’sche Formel zeigt, dass sie abgeschlossen
unter der Inversion von Matrizen ist.

Beispiel 6.7. Im Baby-Fall n = 2 ist die Cramer’sche Formel sogar zum Rechnen

gut:
-1
ab 1 d —b .
<cd> = ad—bc.<—c a> fir ad—bc # 0.







Kapitel VI
Eigenwerte und Diagonalisierbarkeit

Zusammenfassung Die Kunst in der linearen Algebra besteht darin, komplizierte
Probleme durch geschickte Koordinatenwahl trivial zu machen. In diesem Kapitel
iberlegen wir uns, unter welchen Bedingungen es zu einem Endomorphismus eine
Basis gibt, worin er durch eine Diagonalmatrix gegeben ist. Der Schliissel dazu sind
Eigenwerte, die als Nullstellen des charakteristischen Polynoms berechnet werden
konnen und in unzihligen Anwendungen eine Rolle spielen.

1 Eigenwerte und Eigenvektoren

Sei f: V — V ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen Vektorraumes
tiber einem Korper K. Wie kann man eine Basis finden, in der die Abbildungsmatrix
von f moglichst einfache Gestalt hat? Die Abbildungsmatrizen M, (f),Me(f) fiir
verschiedene Basen .27, %8 hingen durch einen Basiswechel zusammen:

A=M_;(f)

\ L /
|2 2
K" B=Mz(f) K"

Definition 1.1. Zwei Matrizen A,B € Mat(n x n,K) heilen zueinander dhnlich,
wenn gilt:

B = S7'AS firein S € GL,(K).

Offenbar ist die Ahnlichkeit eine Aquivalenzrelation auf Mat(n x n,K) ist. Wir
wollen in jeder Aquivalenzklasse quadratischer Matrizen einen moglichst einfachen
Reprisentanten finden, wie im folgenden Beispiel:

129
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Beispiel 1.2. Sei K = R und V = R? die reelle Ebene. Der Endomorphismus

. I /1 1
f. V — V, Vi Ay mit A= \/E(l _1)

ist eine Spiegelung an der um 7 /8 geneigten Achse:

Denn eine direkte Rechnung zeigt

ot = (71 0) w2 = () (7). o= wnip) = v

Definition 1.3. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber K. Wir nennen
einen Endomorphismus f € Endk (V) diagonalisierbar, wenn es eine Basis % von V
gibt, in der seine Abbildungsmatrix eine Diagonalmatrix ist:

A 0
M%’(f) = mit /11,...,/1,, € K.
0 An
Eine Matrix A € Mat(n x n,K) heiBt diagonalisierbar, wenn sie #hnlich zu einer
Diagonalmatrix ist, wenn also der Endomorphismus v — A - v diagonalisierbar ist.

Ein Endomorphismus f : V — V wird beziiglich einer Basis # = (vi,...,v,)
dargestellt durch eine Diagonalmatrix mit den Diagonaleintrigen Ay,...,4, genau
dann, wenn f(v;) = A; -v; fiir alle i ist. Diese Eigenschaft hat einen Namen:

Definition 1.4. Ein Skalar A € K heiBt ein Eigenwert von f € Endg(V), wenn ein
Vektor v € V' \ {0} existiert mit

fv)y=21-v

Wir nennen dann v einen Eigenvektor zum Eigenwert A. Analoge Begriffe benutzen
wir fiir quadratische Matrizen mittels der Identifikation Mat(n X n, K ) = Endg (K").
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Bemerkung 1.5. Es gilt:

a) Der Nullvektor v = 0 ist per Definition kein Eigenvektor.
b) Der Skalar A = 0 ist ein Eigenwert von f genau fiir ker(f) # {0}.

¢) Wenn v ein Eigenvektor von f zum Eigenwert A € K ist, dann ist auch o -v
einer fiir jedes o0 € K* wegen

flav)y =a-f(v) =a-A-v=~21-0-v

d) Sei dimg (V) < e. Fiir f € Endg (V') und Basen % von V sind dquivalent:

* Die Basis % besteht aus Eigenvektoren von f.

* Die Abbildungsmatrix My(f) ist eine Diagonalmatrix.

Beispiel 1.6. Eigenwerte gibt es nicht immer: Sei etwa K = R und sei V = R? die
reelle Ebene, dann hat die Drehung

f: V—V v Av mit Az(?_(l)>

keine reellen Eigenwerte. Anschaulich sollte das klar sein:

6@ {(&)¢<v>a

Um es formal nachzurechnen, beachte man: Fiir v € R? ist f(v) = Av dquivalent zu

dem LGS
. Al
B-v=0 mit B= (1 /'L)

Fiir A € R ist det(B) = A%+ 1 > 0 und das LGS hat dann nur v = 0 als Losung, es
gibt also keine reellen Eigenwerte. Man beachte: Uber den komplexen Zahlen ist

das anders, hier ist
Av==i-v fir v= ( 1.).
Fi

Beispiel 1.7. Es kann auch sehr viele Eigenwerte geben: Sei etwa V = C*(R) der
reelle Vektorraum der unendlich oft differenzierbaren Funktionen. Die Ableitung
von Funktionen definiert einen Endomorphismus

V—V, fx)— Lf(x

Dieser hat jede reelle Zahl A € R als Eigenwert, mit Eigenvektor f(x) = exp(Ax).
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Fiir endlich-dimensionale Vektorrdume kann es aber zu jedem Endomorphismus
nur endlich viele Eigenwerte geben:

Satz 1.8. Sei V ein beliebiger Vektorraum iiber K und f € Endg (V). Dann ist jedes
System von Eigenvektoren
V...,V € V\{0}

zu paarweise verschiedenen Eigenwerten Ay, ..., A, linear unabhiingig.
Beweis. Fiir n =1 ist nichts zu zeigen. Sei also n > 1. Per Induktion seien vy, ..., v,
linear unabhéngig. Seien ,...,q, € K mit oqv| + - -- + v, = 0. Anwenden der

linearen Abbildung f liefert oy Ajvy + - - - + o, A, v, = 0. Wir ziehen von der letzten
Gleichung das A;-fache der vorletzten ab:

(A —A)va+- -+ (A — A1)y, = 0.
Da nach Induktionsannahme v, ..., v, linear unabhéngig sind, folgt

nl—A) = = (A —A) = 0.

Wegen A; # A, fiir alle i folgt @ = - -- = &, = 0 und damit auch a;; = 0. O
Korollar 1.9. Sei dimg (V) = n < oo. Fiir f € Endg (V) gilt dann:

a) Es gibt hochstens n verschiedene Eigenwerte von f.

b) Wenn es n verschiedene Eigenwerte gibt, ist f diagonalisierbar.

Beweis. Nach dem vorigen Satz sind Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen
Eigenwerten linear unabhéngig. Jedes linear unabhéngige System in V besteht aus
hochstens dimV Vektoren, mit Gleichheit nur fiir Basen. O

Man beachte, dass die Umkehrung von b) nicht korrekt ist: Die Einheitsmatrix
ist diagonalisierbar, aber sie besitzt als einzigen Eigenwert A = 1. Um Eigenwerte
mit Vielfachheiten zu behandeln, machen wir folgende

Definition 1.10. Der Eigenraum von f € Endg(V) zum Eigenwert A € K ist der
Untervektorraum

E(f,A) == ker(f —A-idy) = {veV | f(v) = Av}.

Die von Null verschiedenen Elemente des Eigenraumes E(f,A) sind also genau
die Eigenvektoren von f zum Eigenwert A. Es gilt:

Lemma 1.11. Fiir paarweise verschiedene Eigenwerte Ay, ..., A, von f € Endg (V)
ist die Summe der zugehorigen Eigenrdume direkt:

V= E(f,M)® - ®E(f,Ad) CV

Beweis. Fiir Vektoren v; € E(f,A;) kann nach Satz nur dann v{ +---+v, =0
gelten, wenn vy = --- = v, = 0 ist. Die Summe der E(f,A;) C V ist also direkt. O
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Korollar 1.12. Fiir f € Endg (V) sind dquivalent:

a) Es ist f diagonalisierbar.

b) Es istV die (direkte) Summe seiner Eigenrdume.
Beweis. Wenn f diagonalisierbar ist, hat V eine Basis aus Eigenvektoren von f und
wird somit aufgespannt von Eigenrdumen. Gilt umgekehrt letzteres, so wiéhle fiir

jedes E(f,A;) eine Basis. Nach Lemma ist die Vereinigung dieser Basen linear
unabhiingig, also eine Basis, und in dieser Basis hat f Diagonalgestalt. a

2 Das charakteristische Polynom

Wie findet man die Eigenvektoren eines Endomorphismus f € Endg(V)? Hierzu
nehmen wir zunédchst V = K" an. Dann ist f beziiglich der Standardbasis gegeben
durch eine Matrix

A = (a;;) € Mat(nxn,K).

Wenn man einen Eigenwert A € K kennt, erhilt man die zugehorigen Eigenvektoren
als die von Null verschiedenen Losungen von Av = Av. Es gilt:

Av = Av <= Av—Av = 0 <= (A1-A)y = 0 <= v € ker(A1—A).

Fiir jeden festen Eigenwert A ist das ein LGS mit der Koeffizientenmatrix

ann—A an -+ an

ay ap—A>A--- amy
Al—A = —

Aanl (277%) cc App *)L

Um die Eigenwerte A zu finden, kann man in einfachen Fillen wie folgt vorgehen:
Satz 2.1. Es ist A € K ein Eigenwert von A genau fiir det(A1—A) = 0.
Beweis. Es gilt:

A ist Eigenwert von A <= Jv#£0: Av = Av
< FJv#£0: (A1-Apy =0
< ker(A1—A) # {0}
< 1k(A1-A)<n
<= det(Al-A) =0
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Beispiel 2.2. Fiir die bereits bekannte Matrix

I /11
A= 7 (1 1> € Mat(2 x 2,R)

berechnet man

1 1
\/E \/2
1 1

A

det(A1—A) = det =A2-1

Diese Matrix besitzt somit wie erwartet genau die beiden Eigenwerte A = +1.

Hier ist det(A1 —A) = A2 — 1 ein Polynom in A. Genauer sollten wir eigentlich
sagen, eine Polynomfunktion: Wir hatten Polynome definiert als formale Summen
der Gestalt

f(t) = ap+ayt+ayt*>+ - +ay" € Kt]

mit a; € K. Dabei war ¢ nur eine formale Variable! Erst durch Einsetzen konkreter
Werte fiir ¢ erhalten wir die Polynomfunktion

K—K, A f(A) =a+ar+- +aA"
wobei rechts nun eine echte Summe in K steht. Ein warnendes Beispiel:

Beispiel 2.3. Sei p eine Primzahl und K =TF,,. Dann ist f(t) = t” —t € K[| nicht
das Nullpolynom, aber

fA) = AP —A =0 firalle A € F,.

So etwas passiert nur iiber endlichen Korpern, aber wir wollen hier klar zwischen
Polynomen und Polynomfunktionen unterscheiden. Gliicklicherweise lisst sich die
Leibnizformel iiber beliebigen kommutativen Ringen lesen:

Definition 2.4. Sei n € N. Fiir eine Matrix A = (a;;) € Mat(n X n,R) mit Eintrigen
in einem beliebigen kommutativen Ring R definieren wir ihre Determinante durch
die Formel

det(A) := Z 5gn(0)ay (1) Ano(n)-

ce6,
Derselbe Beweis wie iiber Korpern zeigt:

* det(A) ist multilinear und alternierend in den Spalten.
¢ det(A) = det(A") und det(AB) = det(A) det(B).
¢ Cramer’sche Formel A-A* = A* - A =det(A) - 1.

Wir konnen nun das charakteristische Polynom als Determinante einer Matrix mit
Eintriigen in dem Polynomring R = K] definieren:
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Definition 2.5. Das charakteristische Polynom von A = (a;;) € Mat(n x n,K) ist die
Determinante

t—ap -+ —ai
xa(t) = det(t-1—A) = det € KJt].

—anl - r— Ann
Aus unseren Rechenregeln fiir Determinanten folgt sofort:

Lemma 2.6. Das charakteristische Polynom einer Matrix stimmt iiberein mit dem
ihrer transponierten Matrix. Fiir obere Dreiecksmatrizen A = (a;;) mit a;; = 0 fiir
alle i > j gilt

xa(t) = (t—an)(t—an)---(t —am).

Beweis. Die erste Aussage folgt aus (r-1—A)' =¢-1— A" und der Invarianz der
Determinante unter Transposition. Die zweite folgt daraus, dass mit A auch7-1—A
eine Dreiecksmatrix ist mit Diagonaleintrigen ¢ — a;;. ad

Einige wenige Koeffizienten des charakteristischen Polynoms kann man auch fiir
beliebige Matrizen schnell ablesen. Wir definieren dazu die Spur (engl. trace) einer
Matrix A = (a;;) € Mat(n x n,K) durch

n
tr(A) = Zaii’
i=1
also die Summe der Diagonaleintrige. Dann gilt:
Lemma 2.7. Fiir jede Matrix A = (a;j) € Mat(n x n,K) ist

_ , 1 = —tr(A),
1) = 1"+ " it co  mit "
2 ¢) ! e 0o = (—1)"det(d).

Beweis. Nach der Leibniz-Formel ist das charakteristische Polynom y4(7) € K]t]
die Summe der Polynome

t—a;; fiir G(i) =1,

pg(t) = Sgl’l((F)-fIlbo—(i)_’i(Z‘) mit bo-(i),i(t) = {

—0ag(j),; Sonst.

Es gilt deg(ps) = #{i | 6(i) = i} < n—2 fiir alle 6 # id. Die fithrenden beiden
Terme des charakteristischen Polynoms stimmen also iiberein mit denen von

Pia(t) = bi11(t)bxn(t) - bun(1)
= (t—an)(t—ap): - (t—an)

=1"—(an+ax+-+am) -#"~! 4 Terme vom Grad < n—2.
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Es bleibt nur der konstante Term von Y (¢) zu berechnen. Den konstanten Term
eines Polynoms erhilt man durch Auswerten des Polynoms in ¢t = (. In unserem
Fall ist

24(0) = Y sgn(0)-bg(1)1(0) - bg() 4 (0)
ceS,
= Y sgn(0)-(—=1)"-agy1 - aom, = (—1)"-det(A)
ce6,
wegen b;;(0) = —a;; und der Leibniz-Formel fiir det(A). O

Beispiel 2.8. Fiir das charakteristische Polynom von 2 x 2 Matrizen gibt das Lemma
die Formel

ab

xa(t) = 2 —(a+d)t+(ad—bc) fir A = (cd

) € Mat(2 x 2,K).
Allgemein konnen wir charakteristische Polynome leicht mit den Rechenregeln fiir
Determinanten aus dem vorigen Kapitel finden. Diese Regeln zeigen auch, dass
dhnliche Matrizen dasselbe charakteristische Polynom besitzen:

Lemma 2.9. Fiir B = SAS™! mit B € GL,(K) gilt xa(t) = xs(t). Insbesondere ist
also
det(A) = det(B) und tr(A) = tr(B).

Beweis. Aus den Rechenregeln fiir Determinanten iiber kommutativen Ringen folgt
fiir B = SAS~! sofort

xp(t) = det(t-1—SAS™!) = det(S(t-1-A)S™)

det(S) det(r - 1—A) det(S) !

= det(t-1-A) = 2a(t).

Die Behauptung fiir det(B) und tr(B) folgt hieraus. O

Dass dhnliche Matrizen die gleiche Determinante haben, folgt natiirlich auch aus
der Multiplikativitit der Determinante. Die Spur ist zwar nicht multiplikativ, im All-
gemeinen ist tr(AC) # tr(A) - tr(C). Es gilt aber tr(AC) = tr(CA), was ebenfalls direkt
zeigt, dass dhnliche Matrizen die gleiche Spur haben. Das obige Lemma erlaubt die
folgende basisunabhingige Formulierung:

Definition 2.10. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Fiir f € Endg (V)
setzen wir

Xr(t) == xa(t), det(f) := det(A) und tr(f) = tr(A),

wobei A = My4(f) die Abbildungsmatrix zu einer beliebigen Basis # sei. Dabei
spielt die Wahl der Basis keine Rolle: Die Abbildungsmatrizen fiir je zwei Basen
haben nach dem vorigen Lemma das gleiche charakteristische Polynom.
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3 Nullstellen von Polynomen

Die Eigenwerte einer Matrix sind die Nullstellen ihres charakteristischen Polynoms,
aber wie findet man diese? In giinstigen Fillen kann man eine Nullstelle erraten und
einen Linearfaktor ausklammern:

Lemma 3.1. Sei f(t) € K[t] mit deg(f) > 0, und sei A € K mit f(A) = 0. Dann gilt

ft) = (1=2)-8()
fiir ein eindeutiges g(t) € K|t] mit deg(g) = deg(f) — 1.

Beweis. Polynomdivision liefert f(¢) = (t — 1)g(z) + r(¢) fiir Polynome g,r € K[t
mit deg(r) < deg(t —A) = 1, d.h. mit r € K. Einsetzen vont = A gibt r = 0. O

Induktiv erhalten wir das folgende Resultat, insbesondere kann jedes f € K[t]
hochstens deg(f) verschiedene Nullstellen besitzen:

Satz 3.2. Jedes vom Nullpolynom verschiedene f(t) € K|t| hat hochstens endlich
viele Nullstellen. Seien die paarweise verschiedenen Nullstellen mit Ay,..., Ay € K
bezeichnet, dann gilt

f@) = (t=2)" - (1 = X)% -g(0)
mit eindeutigen e; € N und einem eindeutigen g(t) € K|[t] ohne Nullstellen A € K.

Beweis. Induktives Anwenden des Lemmas zeigt f(t) = (t — A1) -+ (¢ — A )% - g (1)
mit Ay,...,A4 € K paarweise verschieden und ¢; € N. Wihlt man deg(g) minimal,
so gilt g(1) # 0 fiir alle A € K. Dann ist f(A) = 0 genau fiir A € {A,...,A}. Man
iiberlegt sich leicht, dass

e; = max{e € N|3ha(r) e K[t]: f(r) = (t—A)°-h(t)}
ist. Somit sind die e; und damit auch das Polynom g(r) € K|t] eindeutig. ad

Definition 3.3. In der obigen Situation schreiben wir auch e; = ord,_, (f()) und
nennen diese Zahl die Nullstellenordnung von f im Punkt ¢ = A;.

Beispiel 3.4. Fiir (1) =t* —5t> + 9> =7t +2 € Q[t] errdit man ¢t = 1 und t = 2 als
Nullstellen und berechnet mit Polynomdivision

ft) = =Dt =2)F* =2t +1) = (t—1)3(r—2).
Die Nullstellenordnungen sind also hier ord,—; (f(¢)) = 3 und ord,—, (f(¢)) = 1.

Beispiel 3.5. Fiir f(t) =3 — 1 istt = 1 die einzige reelle Nullstelle. Es gibt jedoch
zwei weitere komplexe Nullstellen, denn

FO) = (=D +1+1) = (- 1) 22) 0 - 155,
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Man beachte, dass fiir jede komplexe Nullstelle A eines reellen Polynoms auch A
eine Nullstelle sein muf3. Im obigen Beispiel sind die komplexen Nullstellen genau
die dritten Einheitswurzeln in der komplexen Ebene:

Definition 3.6. Ein Korper K heiBt algebraisch abgeschlossen, falls jedes f € K|t
mit deg(f) > 0 eine Nullstelle in K besitzt, d.h. ein A € K mit f(1) = 0.

Der Korper K = R ist nicht algebraisch abgeschlossen, denn f(¢) = >+ 1 hat
keine reelle Nullstelle. Wir hatten die komplexen Zahlen aus den reellen Zahlen
konstruiert, indem wir formal eine Nullstelle dieses einen Polynoms dazugenommen
haben. Der Fundamentalsatz der Algebra besagt, dass der so erhaltene Korper C
sogar algebraisch abgeschlossen ist. Es gibt viele weitere interessante Beispiele:

Beispiel 3.7. Die Menge der algebraischen Zahlen ist
Q:={1eC|3feQ\{0}: f(2)=0} c C.

In der Algebra zeigt man, dass die Menge Q einen Korper beziiglich Addition und
Multiplikation komplexer Zahlen bildet und dass dieser algebraisch abgeschlossen
ist. Seine Elemente sind genau die Nullstellen rationaler Polynome, z.B. ist

\/57 \3/6a ia eXP(@); #a S @

Da @ abzdhlbar ist, gibt es sehr viele nicht-algebraische Zahlen, diese bezeichnet
man als transzendent. Beispielsweise ist 7,e ¢ Q. Der Nachweis der Transzendenz
ist meist schwierig. Z.B. ist bis heute unbekannt, ob e + 7 transzendent ist!

Fiir algebraisch abgeschlossene Korper erhilt unser Satz iiber die Abspaltung
von Linearfaktoren eine besonders einfache Form:

Korollar 3.8. Sei K algebraisch abgeschlossen. Dann hat jedes vom Nullpolynom
verschiedene Polynom f(t) € K[t] eine bis auf Umordnung der Faktoren eindeutige
Zerlegung als Produkt

Fl#) = e (0= M) (= 2a) - (= )™

mit paarweise verschiedenen A; € K, einer Konstante ¢ € K* und e¢; € N.
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Beweis. In Satz ist g(¢) € KJt] ein Polynom ohne Nullstellen in K. Wenn K
algebraisch abgeschlossen ist, kann dies nur im Fall deg(g) = O passieren, also ist
hier g = ¢ € K eine Konstante. a

Wir sagen in der Situation des obigen Korollars auch, das Polynom f(¢) € K[t
zerfalle iber dem Korper K vollstindig in Linearfaktoren.

4 Diagonalisierbarkeit

Wir haben am Beispiel von Drehungen gesehen, dass nicht jede reelle Matrix einen
reellen Eigenwert besitzt. Uber den komplexen Zahlen hatten wir allerdings auch
fiir Drehmatrizen Eigenwerte gefunden. Allgemein gilt:

Lemma 4.1. Uber algebraisch abgeschlossenen Korpen K hat jede quadratische
Matrix A € Mat(n x n,K) mindestens einen Eigenvektor.

Beweis. Es ist x4(t) € K|t] ein Polynom vom Grad n > 1 und hat somit in dem
algebraisch abgeschlossenen Korper eine Nullstelle A € K. a

Man beachte, dass wir damit erstmal nur einen Eigenvektor haben — auch iiber
algebraisch abgeschlossenen Korpern ist nicht jede Matrix diagonalisierbar. Um
dies zu verstehen, fithren wir die folgenden Begriffe ein:

Definition 4.2. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Fiir f € Endg (V)
und A € K nennen wir
s d(f,A) :=dimg(E(f,A)) die geometrische Vielfachheit des Eigenwertes A,
se(f,A):=ord,_, (xs(t)) die algebraische Vielfachheit des Eigenwertes A.

Fiir Matrizen A € Mat(n x n,K) definieren wir die algebraische und geometrische
Vielfachheit eines Eigenwertes als die des Endomorphismus f: K" — K" vi—A-v
und schreiben d(A,A) = d(f,A) und e(A,A) = e(f,1).

Lemma 4.3. Fiir jeden Eigenwert A von f € Endg (V) gilt 1 < d(f,A) <e(f,A).

Beweis. Wir wihlen eine Basis vy,...,v, fir E(f,A) und erginzen sie zu einer
Basis # = (vi,...,V4,Vd+1,-.-,vn) des gesamten Vektorraumes. In dieser wird f
dargestellt durch eine Blockmatrix

My(f) = (ldl g)

wobei der linke obere Block das Format d x d hat. Also hat x/(t) = (t — 1) xp(t)
im Punkt # = A eine Nullstelle der Ordnung e(f,A) > d =d(f,A). O
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(o
- (5 a)

ist ya(t) = (t — A1) (t — A2). Es gibt zwei Fille:
* Fiir A # Ay ist d(A,ﬁ,,') = e(A,l,-) =1.
* Fiir A, = A, ist d(A,ﬁ,l) =1< e(A,),l) =2.

Beispiel 4.4. Fiir A;,4; € K und

Man priift leicht nach, dass A im ersten Fall diagonalisierbar ist, im zweiten Fall
nicht. Allgemein gilt:

Satz 4.5. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Fiir f € Endg (V) sind
folgende Eigenschaften dquivalent:

a) Der Endomorphismus f ist diagonalisierbar.

b) Das Polynom x(t) zerfillt iiber K vollstindig in Linearfaktoren und fiir alle A

15t
d(f,A) = e(f,A).
¢) Fiir die Eigenriiume zu den paarweise verschiedenen Eigenwerten Ay,. .., A
von f gilt

V =E(f,M)® - DE(f, ).

Beweis. Zu (a) = (b): Ein diagonalisierbarer Endomorphismus f € Endg(V)
wird in einer geeigneten Basis & von V dargestellt durch eine Diagonalmatrix

M1
Mg(f) = € Mat(n x n,K).

Hn

Dann zerfillt x(t) = (t — 1) --- (f — Up) in Linearfaktoren. Dabei miissen die y;
nicht verschieden sein, aber fiir jeden Eigenwert A € K ist

Zu (b) = (c): Wenn das charakteristische Polynom in Linearfaktoren zerfllt,
schreiben wir

2r(0) = (= 2)" (=)™

mit paarweise verschiedenen A; € K und e¢; := e(f, ;). Jede Nullstelle A; € K ist
ein Eigenwert von f. Da die Summe paarweise verschiedener Eigenrdume direkt
ist, folgt V' := E(f,A1) & --- B E(f,A4) C V. Wenn die geometrischen gleich den
algebraischen Vielfachheiten sind, folgt aus Dimensionsgriinden V' = V wegen

dimg (V') = Zd(f,/l,-) und  dimg (V) = Ze(f,/li).
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Zu (¢c) = (a): WennV =E(f,A1)®---DE(f, A) gilt, wihlen wir in jedem der
Eigenrdume auf der rechten Seite eine Basis. Die Vereinigung dieser Basen ist dann
eine Basis % von V mit M4(f) in Diagonalform. O

Korollar 4.6. Sei f € Endk (V). Falls das charakteristische Polynom vollstindig in
Linearfaktoren zerfdllt als

xr(t) = (t=A1)-- (1= M)
mit paarweise verschiedenen Nullstellen A,. .., A, € K, so ist f diagonalisierbar.

Beweis. In diesem Fallist 1 <d(f,A;) <e(f,A;) =1 fir alle i, somit gilt in beiden
Ungleichungen Gleichheit. a

Uber algebraisch abgeschlossenen Kérpern K ist jedes Polynom ein Produkt von
Linearfaktoren. Dann setzt das Korollar nur voraus, dass die Nullstellen paarweise
verschieden sind — eine zufillig gewéhlte Matrix iiber den komplexen Zahlen ist
mit Sicherheit diagonalisierbar:

Beispiel 4.7. Fiir Matrizen

ab
A= (C d> € Mat(2 x2,C)

hat xa(t) = t> — (a+d)t + (ad — bc) die beiden Nullstellen

d —d)?
A= ahd g [ldl e

wobei die Wurzel komplex und nur bis auf einen Faktor 1 eindeutig ist. Sobald
hier (a —d)? # —4bc gilt, ist A also iiber C diagonalisierbar nach Korollar
5 Anwendung: Lineare Rekursionen

In vielen Anwendungen spielen Potenzen von Matrizen eine Rolle. Wenn wir eine
Matrix diagonalisieren konnen, lassen sich ihre Potenzen sehr einfach ablesen:

Beispiel 5.1. Sei

A= (‘1’ ‘11) € Mat(2x2,R) mit a € R.

Diese Matrix hat zwei verschiedene Eigenwerte A =a+1 und g =a—1 zu den

Eigenvektoren
1 1
Vv = (1> und w = (1)
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A0 1 1
_1 _ _ . .
S ASD(OM) fiir S<1_1>.

A" = (SDS™Y)" = (SDS"')(SDS7Y)..-(SDS!) = §-D". 57!

Also ist

Die Potenzen

konnen wir nun sehr einfach berechnen. Mit
AT 0 1 1 1 1
oo —_ =
o (E0) w5 L (1)
a4~ L 1 1 . A" 0 . 1 1
2 \1-1 0 u" 1 -1
(AT pmy (11
At —u 1 -1

+ —
¢ .

-(" 1) mit ¢f = A"+u"
Cn Cn

erhalten wir

| —

R —

N —

Man beachte, dass diese Formel auch fiir n < 0 giiltig ist!

Matrixpotenzen spielen beispielsweise eine Rolle bei der Losung von linearen
Rekursionen. Wir fangen mit einem einfachen Beispiel an:

Beispiel 5.2. Sei (F},),cn die Folge der Fibonacci-Zahlen, die rekursiv definiert ist
durch

Fh:=0  F:=1 ud F,. =F+F_, fir ne N

Wir schreiben diese Rekursion als Vektorgleichung

i 01 F,
Vprl = Ay, mit A = <1 1> und v, = <;7n1)'

Dann gilt

Varl = A-vy = A%y = o = A"y mit v = <(1))

Die Potenzen A" bestimmen wir, indem wir die Matrix diagonalisieren: Zunéchst

berechnen wir das charakteristische Polynom y4(¢) = t> —t — 1. Die Eigenwerte
von A sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms, in unserem Fall sind

dies
1+V5
A = 5
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Man beachte Ay + A_ =1l und A, -A_ = —1, was A+ — 1 = 1 /A, zeigt. Fiir die
Eigenrdume folgt

E(AAL) = ker (fi M:i) = ker (E 1/2) - <(3~1i> >R

und wir erhalten
Ay O 1 1
-1 _ + . _
STAS = (O ),_> mit S = (7@1—)'

Eine kurze Rechnung liefert

s = 1~<_7“— 1).
V5 Ay —1
Somit ist

g (MO g L AT Amy (A 1\ L (kA —an
0 A% V5 O\ ok x Ay —1 NG

Die erste Komponente der Vektorgleichung v, ;1 = A" - vi mit dem vorgegebenen
Anfangswert v| = e; liefert nun die bekannte Formel

p—

1
V5
Man beachte, dass wir aus der berechneten Matrixpotenz A" auch die Losungen der

Rekursion mit beliebigen anderen Anfangswerten erhalten! Ein solches Verfahren
funktioniert allgemeiner auch fiir n-stufige lineare Rekursionen:

F, = (AL —2r).

Satz 5.3. Seien cy,ci,...,c, € K, und sei V die Menge aller Folgen xo,x1,... in K
mit

Xkl = CpXp+Cp_1Xp—1+ -+ CoXp—p, fiirallek>n. @)
Dann gilt:

a) Die Menge V bildet im Vektorraum aller Folgen einen Untervektorraum der
Dimension
dimgV = n+1.

b) Fiir jede Nullstelle A € K des Polynoms
p(t) == " "~ —co € K[f]

ist die Folge xo,x1,... der Potenzen x; := A eine Losung von (-

¢) Die so gefundenen Losungen sind als Vektoren von V linear unabhdngig.
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Beweis. Wir schreiben (f]) als Vektorgleichung

010--0
Xi—
0010
Vel = Ay mit A = Dol und v, = :
000 1 K1
Xk

copCl Cy - Cp

Dann folgt v, = A¥-v, mit beliebigem Anfangsvektor v, € K"*! und somit bilden
die Losungen der Rekursion (f) im Vektorraum aller Folgen einen Unterraum V
mit dimg (V) = n+ 1 wie in (a) behauptet. Die Eigenwerte von A sind genau die
Nullstellen von

r —1
r —1
XA(Z‘) = det
-1
—Co —C1 —Cn—1 —Cn
r —1 -1
. r —1
= ¢-det o +(—=1)"¢co-det
r -1
—C1 -+ —Cp—1 —Cp t —1
=t ("=t = =) —co
=" " — it —c,

wobei wir im ersten Schritt nach der ersten Spalte entwickelt haben und im zweiten
Schritt Induktion iiber n benutzt haben. Wenn wir als Anfangsvektor v, € K"*!
einen Eigenvektor von A zum Eigenwert A € K wihlen, erhalten wir genau die
Losungen in (b). Die lineare Unabhingigkeit in (c) folgt, weil Eigenvektoren zu
verschiedenen Eigenwerten linear unabhingig sind. a

Korollar 5.4. Falls das Polynom p(t) im obigen Satz vollstiindig in Linearfaktoren
zerfillt mit paarweise verschiedenen Nullstellen Ay, ..., A, € K, dann besitzt jede
Losung x = (xi)ren, von () die Form

X = AN+ + o,AX  mit eindeutigen  a, ..., 0, € K.

Beweis. Wenn p(t) in paarweise verschiedene Linearfaktoren zerfillt, liefert (b) ein
System von n+ 1 verschiedenen Losungen der Rekursion. Nach (c) sind diese linear
unabhingig, bilden also wegen dimg (V) = n+ 1 eine Basis des Losungsraums. O
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Wir haben hier die Matrix A aus dem obigen Beweis diagonalisiert: Man rechnet
sofort AS = SD nach fiir

1 -+ 1 Ao
/’[ﬂ ,’L” ll
S = . . und D = . ,
AL AR A
und fiir paarweise verschiedene Ay, ..., A, ist S invertierbar (Vandermonde).

6 Anwendung: Systeme linearer DGL

Eine weitere Anwendung, in der Potenzen von Matrizen eine Rolle spielen, sind
sog. Systeme von linearen Differentialgleichungen erster Ordnung mit konstanten
Koeffizienten. Hierunter versteht man Gleichungssysteme der Form

yi(t) = anyi(t) +aiya(t) + -+ ainya(t)
Ya(t) = anyi(t) +any(t)+ -+ azya(t)

)’:l(t) = amy1(t) +any2(t) + -+ amyn(t)

Die a;; € R sind dabei gegeben. Gesucht sind differenzierbare Funktionen y;(¢) auf
einem reellen Intervall, deren Ableitungen y;(z) das obige System von Gleichungen
erfiillen. Fiir n = 1 reduziert sich dies auf eine Gleichung y'(¢) = ay(¢) mita € R,
deren allgemeine Losung

y(r) = e -y(0)

ist. Fiir n > 1 beliebig schreiben wir das obige DGL-System kurz als Y'(t) = A-Y (¢)
mit

ai - ain yi(t) (1)
o, YY) = : und Y'(r) = :
Anl *** Qpn yn(t) y;z(t)

Dabei ist die gesuchte Losung Y ein Element des Vektorraumes

2,(R) := {differenzierbare Funktionen f: R — R" }.

mit der punktweisen Vektorraumstruktur. Die Losungsmenge des DGL-Systems ist
ein Untervektorraum

LA) = {YeZ,(R) |VteR: Y (1) =A-Y(1)} C Zu(R),
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denn die Nullfunktion ¥ = 0 ist eine Losung, und fiir je zwei Losungen ¥; € £ (A)
und ; € Rist auch a;Y; + oY, € £ (A) wegen

(1Y, +OC2Y2)/ = (XlYl/—i-(XzYz/ = AY1 + A, = A- (1Y) + opls).

Eine Basis von .Z(A) nennt man ein Fundamentalsystem der gegebenen DGL. Fiir
Diagonalmatrizen lisst sich ein solches leicht angeben:

Beispiel 6.1. Fiir Diagonalmatrizen

A

An
mit A1,...,A, € R lautet das zugehérige DGL-System:

yi(t) = Aiyi(r)

Yalt) = Auya(?).

Die Gleichungen sind entkoppelt, wir erhalten somit sdmtliche Losungen in der
Form

yi(t) = €M .v; fiir belicbige Anfangswerte v; €R,i=1,....n.

Insbesondere ist hier dimg -Z (A) = n. Dasselbe geht fiir diagonalisierbare Matrizen:
Satz 6.2. Es gilt:
a) Ist v € R" ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A € R, so ist
Y(1):=eM v e Z(A).

b) Ist A diagonalisierbar und wéihlen wir eine Basis aus Eigenvektoren v; € R" zu
Eigenwerten A; € R, dann bilden die Funktionen

Yi(t) = My fiiri=1,...,n
ein Fundamentalsystem fiir die Differentialgleichung Y'(t) = AY (1).
Beweis. a) Fiir A-v = A-v mit 1 € R liegt die Funktion Y (¢) := ¢ -v in .Z(A)

wegen
Y'(t) = e Av = M- Av = Ay = A-Y(1).
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b) Sei nun vy,...,v, eine Basis aus Eigenvektoren zu Eigenwerten A1,...,4,,
also

M |
D := §'AS = fir S = v v, | € GL,(R).
A |

Fiir Z(¢) := S~!- Y (¢) gilt dann:

Y'(t) = S-Z'(r)- !
A-Y(t) = S-D-Z(r)-S7".

Also ist Y'(t) = AY (¢) genau fiir Z'(r) = DZ(t). Wir erhalten einen Isomorphismus
von Vektorrdumen

ZL(D) = ZL(A), Z@t) — Y(t) = S-Z(1),
und die Behauptung folgt aus dem vorigen Beispiel. O

Beispiel 6.3. Gesucht seien alle Losungen des DGL-Systems

Y = ayi+y
Yy = yatay.

In Matrixform lautet dieses
Y'() = A-Y(t) mit A = G é) .
Wir haben im vorigen Abschnitt gesehen, dass die Matrix A diagonalisierbar ist.

Genauer gilt
—1 _ a+1 0 . o 1 1
STAS = ( Oal) mit § = (1 )

Die allgemeine Losung des DGL-Systems hat somit die Form

vo) = aett (1) gt ()

mit beliebigen Konstanten ¢, € R. Fiir die Komponenten bedeutet dies

— a.ea+1+ﬁ_ea71
yz(t) _ a.eaJrl _ﬁ .eufl

=

=
=

>
|

Wer’s nicht glaubt, sollte an dieser Stelle nachrechnen, dass diese beiden Funktionen
tatsdchlich eine Losung des gegebenen DGL-Systems bilden!
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Der obige Satz bleibt sinngemifl auch im Fall komplexer Eigenwerte giiltig,
wenn man mit komplexwertigen Funktionen y: R — C arbeitet. Die Ableitung ist
erklért durch

V(1) = SReO)E)+ i Im()(0),

also durch die separate Ableitung des Real- und Imaginirteils der Funktion. Damit
gilt die Identitit

% e)Lt -2 elt

auch fiir A € C, sodass der obige Satz auch fiir komplexwertige Losungen linearer
DGL-Systeme angewendet werden kann. Das ist niitzlich, auch wenn man sich nur
fiir reelle Losungen interessiert:

Beispiel 6.4. Gesucht seien alle Losungen des DGL-Systems

Yi = yi—ys,
Yy = 2,
y’3 = y1+y3

Wir schreiben das DGL-System zunichst als

10-1
Y(t) =A-Y(t) mit A= [01 O
10 1

Die Eigenwerte von A sind 1 und 1 £, tatsichlich gilt

1 0 0 0i—i
s7!lAs = [0o14+i 0] fir S=]100
0 01—i 01 1

Somit hat jede komplexwertige Losung des DGL-Systems die Form

0 i —i
Y(l‘) = (X.ef | +ﬁ _e(1+i)t 1o +'}/'€(17i)t .
0 1 1

mit o, 8,7 € C. Um reelle Losungen zu erhalten, miissen wir & € R und y =
wihlen. Wenn wir speziell (a,f3,y) = (1,0,0),%(0, 1, 1),%(0,1’,—1’) einsetzen, so
erhalten wir fiir den R-Vektorraum der reellwertigen Losungen eine Basis bestehend
aus den drei Vektoren

—sint cost
e-|1], € 0 , -1 0
cost sint

Die allgemeine reellwertige Losung des DGL-Systems erhalten wir als R-Linearkombination
dieser drei Vektoren. Indem wir wieder zu den Komponenten iibergehen, erhalten
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wir die reellen Losungen

yi(t) = (c-cost—b-sint)-€

ya(t) = a-é
y3(t) = (b-cost+c-sint)-é

mit a,b,c € R, die durch die Anfangswerte (y;(0),y2(0),y3(0)) festgelegt sind.
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